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PRÉFACE. . . . \ 

On sait que les théories de rancienne Géométrie, telles 
que.les expose le Traité de Legeodre, sont devenues io- 
saffisantes pour résoudre une foule de queslious que Ïcé 
élèves sont appelés à traiter. Le but que nous nous pro- 
posons est d-exposer, avec les développements néces- 
sairên» les méthodes modernes qui deviennent alors in- 
dispensables. Pour eela, nous n*a¥onspo mieux fatidique 
de prendre pour base de notre travail le Traité de Géomé- 
trie supérieure de M. Ckasles, en cherchant à vulgariser 
cet ouvrage» si important pour la science» piftis qui Q^a 
pas été écrit en vue des examens et des concours. ' 

La tentative que nous faisons n'est pas nouvelle : la 
plupart des Traités de Géométrie récemment publiés con- 
tiennent un appendice où sont résumées les propriétés 
des transversales, des polaires, de Tiiivolution, etc. Plu- 
sieurs de ces suppléments nous ont été utiles, et, sans 
0^ n'asiiilis pu aussi bieh réussir ddn$ les 
mimes éonottions. Mais robligation de réunir, datfs 
un volume qui ne fût pas trop étendu, toutes les théo- 
ries de. Tancienne et de la nouvelle Géométrie, contrais 
gnait les auteurs à restreindre, plus qu'ils n'auraient 
voulu, le nombre des pages réservée^ aux méthodes qui 
sortaient de l'enseignement classique. 

Le Traité de M. Chasles est entièrement fondé sur le 
rapport anharmonique : en effet, un grand «monument 
a besoin d'unité; mais un élève, aux prises avec une 
question diflicile» frappe à toutes les portes pour deman- • 
der une solution, sauf à la démontrer autrement une fois 
qu'il l'aura trouvée. Aussi aVons^nous rappelé les idées 
dont M. PoDcelet a tiré un si grand parti; nun-seuluuH'ul 
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les projections et la perspective, niais le principe deA^on- 
tinaité, si utile dans hirn des ^'echerches. * * 

fécondité des méthodes modernés s'étend à l'Ana- 
lyse aussi bien qu*à la Géométrie. Nous avons fait voir 
qu*elles suppléaient parfois à Timpuissao.çe des calculs 
habituels : mais, pour rattacher les uns aux autres* nous 
avons démontré» par les coordonnées ordinaires, que 
riioniographie se ramenait a rhoniologie et celle-ci à la • 
perspective. / ' . • .* 

Toutes ces nouvelles théories trouvent de nombreuses 

' • • • 

applications dans l'étude des sections coniques :'nous 
avons, eo particulier, exposé un théorème très-général •. 
de Steiner sur les foyers de trois coniques. Mais nous 
regrettons ip n'avoir pu être ^uidé, dans cette partie de 
notre ouvrage, par celui que Chasies vient squlomeut 
de publier sur ces courbçs.^ • ' • • 

Tout en relevant l'importance des.méthodes modernes^ 
nôus n'avons point prétendu exclure celles qui sont con- . 
nues depuis les Éléments d'Euclidé (*) : ainsi nous avons . 
. 4émoutré» par des raisonnements pjurement élémentaires, 
lep contacts dû ^cercle dea neuf points. ^ * 

Nous terminons par un chapitre relatif & 1â rotation 
des ligures, et qui n'est plus exclusivement Consacré à la 
Géométrie pure. Cependant, comme aucun principe n'est 
. emprunté à la Mécanique proprement dite, on ne doit 
pas se laire scrupule d'employer ces considérations de 
mouvemeul, qui ne s'applii^uent pas seulement à la re- 
cherche des tangentes, mais à plusieurs questions diffi- 
ciles k rétoudre par toute autre méthode. 



( • ) Nous ne parlons ici qm^ d«» ses Éléments, car Ips anciens, et 
^ Euclide en particulier, cotmaiséaiont plusieurs des tliéorirs que nous ap^ 
pelons modernes, {f^oir l'ouvrage de M. CtuiBies m les Porismes d'En^ 
cUde,) 
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CHAPITRE PREMIER. 

TRANSYEBSÂLES. 




L — PiiHCiPi BIS sioion. , 

1. On sait que si l'on regarde comme positifs les segiillNils 

comptés sur une direction, de gauche k droite, par exemple, 

ceux qui seront comptés de droite à gauche sur la même dl-» 
reclion se prendront comnne négatifs. 

Mais il importe que les signes relatifs de ces segments soient 
indiqués dans les formules où ils figurent. On y parvient en 
admeiiant que la notation BA n'exprime pas seulement la dis- 
tance absolue des points B et A, mais signifie encore que la 
droite qui les joint est parcourue de fi vers A. 

Ainsi la notation AB représente la même distance absolue» 
mais comptée en sens contraire ; donc 

AB=r — BA ou AB-|-BA = o. 

D'après cette conventiony les formules de la Géométrie auront 
la même généralité que celles de l'Algèbre. 

Ce principe sera fréquemment appliqué, non-seulement dans 

ce chapitre, mais dans tout le cours de cet ouvrage. 

IL — TaiARGLi court pab uns naorrB. 

2. Une transversale détermine sur un triangle six segments 
tels, que le produit de trois segments non consécutifs est égal 
au produit des trois autres. 

Il se présente deux cas* suivant que la transversale rencontre 

I 
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3 OIAPm» I. 

ou ne rencontre pas le irianj^le. Dans le premier cas (Jîç;* i ), 

celle droite coupe deux côtés du triangle ABC et le prolon- 

gemontdu troisième; dans le second {fi^. 2), elle coupe les 

prolongements des trois cùu s : du resle, la même démoastra- 

tion s'applique aux deux ligures. 

Du sommet C menons au côté AB une parallèle qui coupe la 

transversale en G. Les triangles semblables AEF, C£G donnent 

AF AE . , . . 

^ = et cette proportion est vraie, même pour les signes. 

En effety si nous considéfons, dans la fig. i, les droites AP 

et CG, nous observerons qu'elles sont comptées sur des paral- 
lèles, c'est-à-dire sur la même direction et de sens contraire : 
donc, d'après le principe des signes (1), le premier rapport 
AF 

—V sera négatif; ensuite 11 est évident que le second rapport 

AË 

^ sera aussi négatif. 

Dans la^^. a, on reconnaîtra de même que ces deux ra^H 
ports sont positifs; donc la proportion subsiste toujours. 
De même» les triangles BFD, GGD donneront 

CG_ CD 
Bf ~BD' 

Multipliant ces proportions, on trouve 

AF AE CD 

bf""ce'bd' 

ou bien 

AF.CE.BD = BF.AE.CD, 

ce qui démontre le théorème. 

3. Afin de voir comment la règle des signes s'applique à la 
formule précédente, il faut observer que chaque segment est 
compté à partir d'un sommet du triangle; remarquons alors 
que cette formule s'écrit de la manière suivante : 

AF BD CE _ 

bF'cdae""^'- 

Nous indiquons ainsi que le produit de ces trois rapports est 
loujours positif* 
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TRANSVERSALES. 3 

4. Réciproquement» si trois points D, Ë, F, pris respective- 
ment sur les côtés BC, AC, AB d'un triangle» sont tels, que l'é- 
galité précédente soit sati^ite» ces trois points seront en ligne 
droite. 

En efTet, soH F le point oîi la droite DE coupe AB; on aura* 
pour cette tran3versale, 

AF_AE CD 
BF'""CE'BD' 

ce qui, joint à l'équation supposée» donnera 

AF_ AF AE CD 
BF' ""BF^CE BD' 



Ainsi, à ne considérer que les valeurs absolues des rapports, 
les points F et F' coïncident ou bien sont les deux points qui 
divisent dans un rapport donné la distance AB. Mais cette der- 

AF 

nière hypothèse est inadmissible , car des deux rapports ^9 
AF' 

) celui qui est relatif au point compris entre A et B est 

négatir, tandis que l'autre est positif; Il faut donc que F' 9% 
confonde avec F. 



IIL — DlOITBS HSNfiBS B*UN PORIT AUX OÔTtS »'DN TElJk.NGLB. 



5. D'un point O pris sur le plan d'un triangle ABC {Jîg, 3, 
4 et 5), si l'on mène aux sommets des droites qui coupent 
respectivement aux points D, E, F les côtés AB, AG, BG, on 
détermine sur ces côtés six segments qui donnent la même 
égalité que les précédents, sauf le signe. 

Le point O peut avoir trois positions ; i* dans 1*hitérleur du 
trianghî {fig, 3 ); 2« dans un angle A, mais au delà du triangle 
4); 3» dans un angle opposé par le sommet à un de ceux 
du triangle [Jig. 5). Du reste, la démonstration est toujours la 
même. 

Le triangle ABJ) et la transven>aie CF donnent (2) 

AF.BC.DO = AO.DC.BF. 
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4 CBAPITM !• 

De même, le triangle ACD, coupe par B£, donne 

AO.DB.C£ = A£.GB.DO. 

Multipliant ces deux équations, nous supprimerons do part cl 
d'autre le produit DO.AO; nous effacerons aussi BC d'un cùté 
el GB de l'autre : mais comme ces deux quantités diffèrent par 
le signe (1), il reste 

AF.DB.CE = -DG.BF.AE. 

Afin de foire encore partir tous les so^Muenis des sommets du 
triangle, nous écrirons BD au lieu de DB et CD au lieu de DG. 
ce qui change les signes des deux membres et n'altère pas l'é- 
quation. Nous aurons donc 

AF im ÇE__ 
BF Q) AE~" 

6. Réciproquement, si cette relation est satisliiite pour les 
segments que déterminent sur les côtés d*an triangle trois 

droites passant par les sommets, ces droites se couperont en un 
même point. * 

En effet, soit 0 le point d'intersection de AD cl de BE, el 
F' le point où GO rencontre AB; on trouvera, comme ci- 
dessus(4)» 

AF _ AF 
BF'^^BF' 

et l'on en conclura, de même, que F' cl F se confondent. 

7. Les mêmes Jig, 3, 4» ^ donnent encore la relation sui- 
vante : 

01) , OE . OF 
AD'^BE'^ Cl? 

En effet, menons ON parallèle à AB el ON parallèle à AC 
jusqu'à la rencontre de BC. (Considérant la fig. 3, on oi>lient 
facilement, par des triangles semblables, 

OD OM MN OE OF ÎVm 

. / Al) ~ AB ~ BC' liC"" BC ®^ "CF ~ CB' 

OU bien 

GF~ BG' 
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Ajoulant ces égalités, on trouve 

OF_^OD , OE BM-+-MN-I-NC 



CF • AD ' BB BC 

£n faisaut directement le même calcul sur la Jig» 4» ^^^^ 

une égalité oik le rapport ^ sera seul négatif» Au contraire» 

d'après la fig, 5, ce rapport sera seul positif. 

Mais il sera facile de constater» en considérant ces Qgures» 
que ces changements de signes sont des conséquences néces- 
saires du principe que nous avons établi en commençant, et 
que régalité 

OD 0F__ 
. AD"*"BE"*"CF""' 

est générale dans toutes les circonstances. 

lY. — SORPACBS BÉnaMUltlS PAl LB» TlANSTBESALfiS. 

8. Les fig. Zf^exS donnent la formule 

AOE GOD BOF 



BOD AOF COE 



= I. 



£n effet» comme les surbces des triangles qui ont un angle 
égal ou supplémentaire sont entre elles comme les produits 
des côtés qui comprennent cet angle, on a 

AOE _ OA . O E ^ 
BOD~UD .OB' 

de même» 

COD _ OC . C D BOF _ OB .OF 
AOF ~ OF . OÀ' COE ~ OE . OC ' 

Multipliant et réduisant, on a la relation indiquée. 
U. Cette égalité nous ramène à la formule n° 5, 

AE CD BF__ 
CEBEAF"" 

car les triangles AOE et COE sont entre eux comnic leurs 
bases AE et CE; il en est de même pour COD et BOD, pour 
BOF et AOF; donc, en tenant compte des signes de ces bases, 
on retrouvera la formule connue. 



uigiii^ca by Google 



6 CSAPITAK I. '^ 'ZL 

• • • 

10. Les mêmes figures donnent aussi 

OD _ BOD _ CQD 

d'où 

COD.BOA = BOI>.COA. 
Dans la fig, 3, cela revient à 

COD.(BOF + AOF) s BOD.(CO£ + AGE). 
De même, 

AOE . ( BOD COD ) = COE . ( BOF -h AOF ), 

et 

BOF. (COE -h AOE) = AOF.(BOD + œ£}. 

AJoulaiU el réduisaDt, puis divisant d'un cùlé par le produit 

AOE.COD.BOF, 

et de l'autre par le produit 

BOD.AOF.COD, 

égal au premier (8), il reste 

I I I I 



AOE ^ COD ^ BOF BOD AOF ^ COD 

On trouvera de même» pour Ï^Jig. 4» 

f 1 t I 1 I 

CUD BÔF "~ ÂÔÈ ~ 5ÔD 

en ajoutant les égalités 

COD . ( AOF — BOF ) = BOD . ( AOE — COE ), 
AOE ( BOD H- COE ) =z COE . ( AOF — BOF ), 
BOF . ( AOE — COE ) => AOF . ( BOD -f- COD ). 

Enfin, la Jig»S donnera 

COD . ( BOF^ AOF) = BOE . ( COE AOE), 
AOE. (BOD -f- COD) = COE. (BOF — AOF), 
BOF-(COE— AOE)=» AOF.(BOD COD). 

Additionnant les deux dernières équations» retrancbant la 
première, simplifiant et divisant comme pour le premier cas. 
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OD trouve 

» j l L_ — -_L--i î L- 

C0D"^A0E BOF " BOD AOF COE* 

11. Si Ton se conteote de combiner deux à deux les trois 
égalités que nous Tenons d'écrire pour chacune des ûgures> 
on trouvera, dans tous les cas, la relation 

COE _ ABE 
COi) — ABD 

et les deux autres analogues. 

12. Soit l'angle AOA', coupé en B et B' par une seconde 
transversale qui rencontre la première AA- au point M; U 
pourra se présenter trois cas, suivant que B et B' seront sur les 
côtés mêmes de l'angle donné {Jig, 6), sur les prolongements 
de ces côtés (y?^. 7), ou bien le point B, par exemple, sur. le 
prolongement de OA, elB' de OA' {/ig. S). 

Ou a toujours 

MOA_OA MOA' 
MOB^OB' M0B'""0B'' 

d'où 

MUBJdUB' ~UB.UB ' 

D'un autre côté, 

AO.V _ OA.0A^ 

BOB'~"OB.OB'' ' 
donc ^ • • . 

AOA' BOB' 



M0A.M04' MP«.1I0B' 

Dans laySgr. 6, 

AOA' = MOA -H MOA' ei BOB' = MOB -t- AlOB' 
il reste donc 



MOA ' MOA' MOB ' MOB' 
Pwwla/g-. 7, 

AOA .=; |IOA' - WA, ^ mW frmVi^mWM.. 
eequidonne '.:fj'*j oiiu^inf- 



MOA MOA' ~ MOB' MOU 



4 
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Enfin» dans la Jig. 8» 

ÂOA'^HOA+MOA% et BOB' =1108— MOB% 

ce qui donne 

I I I 1 

HÏÏÂ MOT' MÔff ~ Hôb" 

V. — Tbêor&iib db Carnot. 

13. Quand une transversale, menée dans le plan d'un poly- 
gone ABC . . . {ji^. 9 ), rencontre ses côtés consécutifs en des 
points Oy 6y c, . . on a la relation 

nA 6B cC 

Sb îc ^d - ^-^'^ 

dans laquelle on observe la règle des signes ( 1 ). 

Nous allons démontrer que, si le théorème est vrai pour un 
polygone de n côtés, il l'est pour un polygone d'un côté de 
plus. £n elTet, le ibéorème étant supposé vrai pour le poly- 
gone AB ... £ de A côtés» on a Féquation 

aK hB eE 

Formons un polygone d'un côté de plus» en remplaçant le 
côté £A par deux autres EF et £A. On a, dans le triangle A£F, 

coupé par la transversale, 

ÏïVf/a""'* 

Cette équation, multipliée membre à membre par la précé- 
dente» donne la formule 

relative à un polygone de n -f- i cûiés. 

Donc, pour prouver que le ihéurème est général, il suffit de 
rappeler qu'il est vrai pour un triangle (2). Ce théorème est 
un cas ])ariicuiier d'une proposition que nous verrons plus 
tard (427). 

li. Le signe posiUf du second membre de cette formule 
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montre que ceux des rapports ^9 • • • » qui sont négatifs , sont 

toujours en nombre pair, c*est-4Hlire que : 

Une transversale, menée dans le plan d'un polygone, rencontre 
chaque côté en un point situé sur le côté lui-même ou sur son 
prolongement, et il y a toujours un nombre pair de côtés qui 
sont rencontrés sur eux-mêmes, 

VI. — Relations bhtri lis sinus dis angles foehës pae les 

• TBAKSTIlSAin. 

15. Si par les sommets d'un triangle ABC (fig* 10) on mène 
trois droites quelconques qui rencontrent les côtés opposés 
en trois points a» on a la relation 

aB 6C cA sinaAB sin 6BC sin cCA 

aG*FÂ*ëB~~~sin aAG sin 6BA'sin cGB* 

dans laquelle s'observe la règle des signes. 

Ciiaquc rapport de segments, tel que ^9 a le même signe 

Ali 

, . . sin rïAB _ , . , 

que le rapport de smus correspondant, ^.^ Cela tient a ce 

que, si les points B et C sont du même côté ou de côtés op- 
posés relativement au poini a, les angles «AB cl aAC sont 
aussi comptés du même sens ou do sens opposés par rapport à 
la droite Aa; ils sont donc, ainsi que leurs sinus, de môme signe 
ou de signe contraire. 

Cela posé, iisuftit de démontrer que les deux membres de 
l'équation sont égaux numériquement. 

Or, on a 

- AB sin aAB ^ AC sin ^AG 

aB= -. — ■ — ^ aC = : —5 

sin a sin a 

donc 

gB _ sin gAB AB 

a C sin aAC AC 

De même, 

6C_ sin6BC BC cA__ sinc€A CA 
*A"'8inïBi*BA* oB'^sincGB'CB' 
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ei ces trois égalités, iiuiliipliées membre à membre, doQuenl 
l'équation qu'il s'agit de démontrer. 
16. Si a, b, c étaient en ligne droite, on sait (3) que 

aB bC ek 

On aurait donc aussi 

sin <7 VB sin6BC sinrCV 



sinaAC sin6BA sin cCB 



=-+-1. 



17. Si les droites A a, Bb, Ce se rencontraient en un seul 
point, on sait (5) que l'on aurait 

oB bC 

aC b\ cB 

Donc aussi l'on aurait alors 

sln aAB sïn 6BC sin cCA 

sin aAG*sin^BA'sin cCB~ '* 

18. Si d'un point O on mène des rayons aux sommets d'un 
polygone kBC..*E{fig. ii), les sinus des angles que ces 
rayons feront chacun avec les deux côtés adjacents auront eatr« 
eux la relation 

sinOAB sinOBC sinOEA 



sinUAi:: siuUBA siuOiii) 



le signe étant + ou — , selon que le nombre des sommets du 

polygone sera pair ou impair. 

Admettant encore l'égalité précédente pour le polygone 
ABC. . - E de n cotés, nous allons la démontrer pour le poly- 
gone ABC. . .EF qui a un côté de plus. Le triangle iili? A donne» 
ainsi que nous l'avons vu (17)» la relation 

sin OAE sinOFA sin OEF _ 
sln OAF ' sin OFE " * sln OEA ~" 

quiy multipliée par la précédente» donne 

sinOAB sInOBG sln OEF sInOFA 



sin OAF slnOBA sinOED sin OFE 



11 suffit donc de rappeler que le théorème est vrai pour un 
triangle; c'est ce que nous avons reconnu au n*> 17. 
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19. L'équation prouve qu'il y a toujours un nombre pair ou 

Impair de rapports, tels que^||^9 qui auront lesi^^ne — , selon 

que le nombre des côtés du polygone est pair ou impair. Donc, 
d'après ce que nous avons dit (15) sur les signes des sinus» on 
en conclut cette proposition : 

Si (Tun même point on mène à totu les sommets d'un poly^ 
gone des rayons dont les uns seront situés dans les angles eux- 
mêmes (ou dans leurs opposés au sommet) et les autres dans 
les suppléments des angles. 

Le nombre des rayons situés dans les angles (ou leurs op- 
posés) sera pair ou impair y selon que le nombre des angles du 
poljrgone sera pair ou impair, 

VU. — Applications. 

SO. Un friangfe étant inscrit dans un cercle, si, tTun point 
quelconque delà circonférence, on mène des droites qui fassent, 
dans le même sens de rotation, des angles égaux avec les côtés 
du triangle, les pieds de ces droites seront sur une même ligne 
droite. 

Pour comprendre ce qu'on entend par le sens de rotalion, 
il suffit de concevoir, dans la ^g. 12, qu'uni même droite 
occupe successivement les positions Oâ»06» Oc, en tournant 
autour du point 0 de a en c, et de remarquer que les angles 
OaC, ObC, Ock, égaux entre eux» sont du même côté de la 
ligne tournante. 

Cela posé, observons que les triangles AOc, COa sont sem* 
blables comme ayant, par construction, l'angle AcO = OaC, 
et de plus OCa = OAc, puisque ces deux angles sont supplé- 
ments de OAB; donc 

At' _ OA . 
Ca ^ OC ' 

De même, les triangles AO^, BOa sont semblables, car les 

angles 0Kb, OBa ont tous deux pour mesure la moitié de 
l'arc CO; de plus, 06A = 0aB comme suppléments d'angles 
égaux : donc 

Ba_OB 
A6~0A* 
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£nQu, puisque les angles OcB, ObC sont égaux, el que cBO, 
^CO ont pour mesure la moitié de l'arc AO, les triangles OcB. 
ObC sont encore semblables, et 

C6_ OC 

Multipliant ces rapports, on trouve 

Ac Ch Ba_ 
bc Ab Ca^*' 

ce qui démontre la proposition [k). 

Il faut observer, en effet, que la règle des signes se vériOe 
sur le produit des rapports 

Ac Ba 
Bc' A6' Ca 

Comme cas particulier, nous observerons que^ si d'un point 
de la circonférence on abaisse des perpendiculaires sur les côtés 
d'un triangle inscrit, les pieds de ce* perpendiculairei sont en 
ligne droite, 

21. L'autre tliéorème réciproque, démontré au n° 6» foit re» 
connaître les circonstances où trois droites passant par les 
sommets d'unr triangle se coupent en un même point. 

Pour les hauteun, il suffit de comparer deux à deux des 
triangles semblables ayant successivement comme angle com- 
mun chacun des angles du triangle : les côtés disparaîtront 
comme lignes auxiliaires. 

Pour les bissectrices, il faut se rappeler que chacune de ces 
droites divise le côté opposé en segments proportionnels aux 
côtés adjacents. 

Pour les médianes, ainsi que pour les droites qui joignent 
les sommets aux points de contact du cercle inscrit, la relation 
est évidente. 
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CHATITRE n. 

RAPPORT HARMONIQUE, POUÏRES. 



L — Division HAUiomQUB. 

22. On dit que trois quantités a, b, c» telles que a'^b^Cf 
sont en relation karmonique lorsque l'on a 

a — h a 

b^c c 



La quantité h s'appelle alors moyenne harmonique, et Ton 

trouve, d'après la déûnition. 



ce qui donne aussi 



o = » 



112 



On appelle quelquefois rapport harmonique la quantité 

c 

Cette relation est connue de temps immémorial; Apollonius 
de Perge en fait un usage Aréquent dans son Traité des coniques : 
cependant, le mot harmonique n*est pas employé dans cet ou- 
vrage et se trouve pour la première fois dans Pappus. 

Les longueurs des cordes qui donnent les trois notes de 
l'accord parfait majeur, ut, mi, sol, sont représentées respec- 

tivemenc par les nombres i, |« ^9 et il est facile de reconnaître 

que ces trois nombres vérifient la relation indiquée pour o, b, e. 

23. Quatre points pris sur une même droite forment un syS' 
ième harmonique quand le produit des deux parties extrêmes 
est égal à celui de la ligne du milieu par la ligne totale. 

Ainsi les quatre points A, C, B, D (Jig. \ 3 ) forment un sys- 
tème harmonique si l'on a 

AC.BD = AO.GB. 
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On voit quo les sopmonls sont pris, comme cola doit cire, de 
inanière à donner le même signe de pari el d'anire. 

Pour voir (ju*' roitc propriété, qui peut servir de dénnilion 
à la division harniunique, s'accorde avec les notions précé- 
denles, il suffît de vérifier que cet accord a lieu si l'on pose 

on verra aussi facilement que l'on peut également prendre 
pour point de départ l'autre extrémité c'est-à-dire poser 

2V. On considère le premier el le troisième point, le second 
et le quatrième, comme conjugués deux à deux : ainsi A et B 
sont conjugues entre eux, de même que G etD. On dit alors 
que la droite AB est divisée harmoniquement en G et D, ou 
bien GD en A ei B. 

25. Nous avons trouvé (23) la formule 

AD AC 

BD ~ CB * 

Si le point B est à l'inûni, les droites AD et BD ne dilTéreront 
que d'une qiuntlté négligeable par rapport à chacune d'elles : 
donc 

AD_ 
BlD""*' 

Alors il reste AG = CB ; d'où résulte ce théorème : 

De deux points divisant harmoniquemeni l'intervalle de 
deux autres, si F un est à l* infini f l'autre est au milieu de la 
distance des points donnés* 

26. La moitié d'une droite AB est moyenne proportion-» 
nelle entre les distances du milieu M de cette droite aux deux 
points C D qui la dii'isent harmoniquement [fi g. i3). 

Pour vérilier cet énoncé, il suffii de iransloruier l'égalité 

AI).GB^AG.DB 

de manière à ïï^ laisser que les tjuaniités 

AM = MB, MC et Mi). 

Colle formule* s'éeiil 

(AM + MU)(AM — MC)=:(AM-4-MG)(MD--AM}. 
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Développant et réduisant, on trouve en effet 

ÂM'=MD.Ma ou bien MO^r^* 

On obtient donc ainsi une solution du problème 9uivant : 
Connaissant l'un des points C itUvani higueh une droite AB 

est divisée harmoniquement , trouver le point D, conjugué de C. 

On verra plus loin (162) la solution du problème suivant: 

Trouver deux points qui divisent harmoniquement deux 
segments en ligne droite. 

Mais quant au problème actuel, où l'on donne un seul seg- 
ment avec un troisième point dont on cherche le conjugué 
harmonique» on en trouvera une solution plus simple à la fin 
du n* tô. 

97. En comparant la formule 

des miroirs sphériques avec l'équation 



du n<» 22, on voit que l'objet et l'image divisent iiarmonique- 

ment le rayon du miroir. 
Dans une ellipse ou une hyperbole, comparant encore la 
à* 

distance — du centre au pied d'une directrice, avec la formule 
c 



du n* 26, on reconnaîtra que l'axe focal est divisé harmonique- 
ment par un foyer et.le pied de la directrice correspondante* 

II. — Faisceaux baimoniquis. 

28. On dit que quatre droites partant d'un même point 
forment un faisceau harmonique lorsqu'elles divisent harmo- 
niquemenl une transversale quelconque. 

Celles de ces droites qui passent par les points conjugués de 
la transversale sont dites conjuguées harmoniques deux à deux. 
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Celle définiiion suppose démontrée la proposition suivaiile : 
Si quatre droiteê partant d'un même point divisent harmo- 
niquement une tranwenale, eUes diviieni autii harmonique- 
ment toute autre tramvenale, même non parallèle à la pre- 
mière. 

Mais nous allons condare cel énoncé comme conséquence 
évidente d'un théorème qu'il faut maintenant démontrer. 

29. Étant données les trois droites OA, OB, OC [fig. i4). si, 
d'un point quelconque C, pris sur une d'elles, on mène une 
droite (1(]E telle, que les portions GC, CE comprises dans les 
angles AOC et BOC soient égales, et que du point 0 on mène 
OD parallèle à GE, une iransvertale quelconque ABCD sera di- 
visée harmoniquement. 

En effet, les triangles AGC, AOD donnent 

GC _ AC. 

0D"~ AD' 

de même CEB» OBD donnent, en considérant les signes, 

Op BD * 

CE — CB* 

multipliant ces égalités et observant que GG=CE, il reste 

AC.BD==AD.CB, 

ce qui constitue la division harmonique (23). 

30. Non-seulement la proposition du n"" 28 se trouve ainsi 
dcinonirée, mais on résout aussi le problème suivant: 

Étant données trois droites OA, OB, OG d'un faisceau har*^ 
monique, trouver la droite OD conjuguée avec l'une OC de ces 
trois droites. 

Cela revient en effet k diriger la droite GCE pour que Ton 
ait GC = C£ ; or, d'après une construction connue» il suffît de 

mener CF parallèle à OA jusqu a la rencontre de OB en F, de 
prendre FE OF et de joindre EC. 

On trouve ainsi une seconde solution du problème indiqué 
aun* 26 : pour diviser harmoniquement la droite AB, et trouver 
le conjugué D du point donné C, on pourra joindre A, B, C à 
un point quelconqtie 0, et trouver OD comme 11 vient d'être 
dit. 
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D'après ce que nous avons vu sur les points conjugués, il 
esi clair que deux droiies conjuguées entre elles alternent avec 
les deux autres : mais il faut observer que les quatre droites 
s'étendent de part et d'autre du point 0 -, ainsi, la transversale? 
aurait pu rencontrer la droite 01) du cf^té de ()!)' {Jig. i4). 

31. On peut considérer, comme donnant une direction li- 
mite des transversales, une droite telle que GCE, parallèle à 
un ^es côiés du faisceau : alors le point D, conjugué de C, est 
à nnflni,etGC = CE. 

Cela revient à ce que l'on a déjà vu (25). 

32. Nous reviendrons plus tard sur les propriétés du rapport 
harmonique, considéré comme cas particulier du rapport que 
nous appellerons anharmonique. 

Cependant nous allons chercher, dès à présent, les relations 
qui doivent exister entre les coefficients angulaires des équa- 
tions de quatre droites pour qu'elles fassent un faisceau har- 
monique. Comme il ne s'agit que des angles, nous prendrons 
l'origine 0 au sommet du faisceau que nous couperons par une 
droite MA.AjAiA,, parallèle à Oyijig. i5). 

Les équations des quatre droites étant respectivement 

si nous prenons x — OM, nous aurons 

a,j:=MAi, a,ir = MAt, a^x — ^k^y rt«ar = MA4. 

La relation harmonique est 

Ai A4 • As Aj — Ai Aj . Aâ A4, 

en prenant toutes les quantités positives. Observant que 

Al A4 = MA< — MA|,..., 

et supprimant de part et d'autre x', il reste l'équation cher- 
chée, • 

(^4 — — «i) = (flj — — a»). 

Développant et réduisant, on a aussi 

33. Si l'une de ces quatre droites, telle que OA,, coïncide 



i8 ' ' ' * cftAnm u« 

avec r«x0 4t0 d'oli «t se Il resteiii 

». . . 

Si, de plus, l'axe des j^esl la dirtoiion conjuguée avec J'axe 
des 4;^ QO auftt /' 

^ Ainsi, deux droites représentées phr^'== et / = — mar^ 
sont conjuguées entre. iHles, et font un faisceau harmonique- * 
' avec les axes. . • " ' • * ' !. * " **** 

III. — POLS ET POLAIEE RILATIVSJIENT À DIf ARGU. 

• 84. Étantdùhnég un point k et un GOB(/g. i4)» n 
J*on inène de qe poini une i^ftmté de Htinâverte^'à.ùehuigle, 

^ le lieu géoméiri^ue des petniê conjugués de A snr toutes ces . 
transi'ersaleSf relativement aux points où elles coupent l'angle . • 
donné, est la droite Olî conjuguée de OK, " . 

• En effet, il est évident, d'après ce que nous, avons vu n"* 2î) 
et suivants, que le point B, qui divise harmonlquement avec A* 
la droite CD, est su^ la ligne OB» conjuguée de OA, rela^vê^ 

«ib9iiUref^ie^^;ceUtieniè.ce que h dli^ctJkm (ia^|i 
venefeeatfiibUraii^.. * -v'.'iu . \ . 

^ . l^apf^' èëla,. pn d|l qîae'Kp41nl A et. Hi'ditoto Oà.«Qiii .le. 
jMf-ei la polaire. Tun de'J'aulre»; Mlaâyénflf^ni à lïmffi^Wb» 
8$. tofiséquent, si t^ni dMIft. leê^pôoidoQii^es y 

• d'un point quelconque \t{fig» il sera facile de trouve;- 
l'équation de la polaire de ce point, relaiiveiiieiit a l'angle 

' AtOA^ dont les côtés sont représentés par ;^ = a,ar et / =c a^jc, 

n sftilfihm 'd'écrijre, dittie le» fonaulês A, sh^'^y 

formules lious dènitemil le. coéfticiieçl .angulaire «1 de la 
fdlelm chercbé».* ./ * . * *• • ^ ; " , 

S Ton detnandMl réciproqueoieatyle.nèîe d'ttiieMrôiie pas- 
, jeDl pef le ^mmel deTâpglé^ ce ph)hlè|^ft ièiMi hidftenÉiné,* 
" <»r on pbiirfalt,pmi^t*è^ MMlSreflinienl tevn'lee poiftts <de îii . 
ligne conjuguée avecla droite donnée. ' 1 ; 

* Ëntin^ si l'on demande le pûlc4'une. droite quelconque. fe- * 

• • • • • • . . . • , » 

• . . ^ • ■••«*.. " • * 
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laiivcmeni à unan^^le donné, on doit considérer lo sommet de 
rei angle comme le pnlc demandé; cela tient à ce que les po- 
laires de tous les poiiUs de cette droite passent par ce sommet. 

36. Pour construire la polaire d'un point donné relative- 
ment à nn angle, nous renverrons à la construction déjà indi- 
quée (30). 

Di( reste, nous trouverons bientôt une autre méthode pour 
résoudre ce problème (îtO). 

IV. — TnÉOllÈMBS SUR LES POLAIRES. 

37. Les fig^ i6 et 17, sur lesquelles nous allons établir quel- 
ques propositions, présentent des ressemblances et des dif- 
férences qu'il faut d'abord indiquer. 

Quatre points A, B, C, D étant sur un même plan, si aucun 
d'eux n'est dans l'intérieur du triangle formé par les autres, 
ces points font un quadrilatère convexe ABCI) {Jig, 16) dont 
les côtés opposés AD et BC, AB et DC se coupent aux points 
Oet (y, tandis que les diagonales AC et BD se coupent en 0'; 
mais les points 0 et 0", où se rencontrent les côtés, pouvant 
*ètre considérés comme des sommets, la droite 00" sera consi- 
dérée comme une troisième diagonale. L'ensemble de ces 
côtés el de ces diagonales s'appelle un quadrilatère complet. 

38. Au contraire, il peut arriver qu'un des points, D, soit à 
l'intérieur du triangle ABC formé par les trois autres [fig* 17); 
nous indiquons encore par 0, 0', 0" les points ou AD, BD, CD 
coupent les côtés BC, AC, AB. 

Les autres notations de ces figures seront choisies de telle 
manière que ce qui va suivre puisse s'appliquer généralement 
à l'une comme à l'autre. 

' 39. Considérons, dans ces figures, l'angle COD el le point 0": 
sur les droites CBA, 0"CD, prenons respectivement les 
points E" el F", conjugués de 0", pour diviser harmoniquc- 
ment les dislances AB, CD. On sait (34) que E^F" sera la po- 
laire de 0" relativement à COD, el passera par conséquent au 
sommet O. 

Tout ce que nous venons de dire sur les divisions harmoni- 
ques de AB et de CD, en prenant 0 pour sommet, s'appliquerait 
encore à ces mêmes divisions en considérant 0' comme som- 



, • • • ■ 

* 'mel du faisceau : donc E'^F" passe aussi en O', c'esi-à-dire . 
que 00' est la polaire de O", rclaiivemeçïl à COD ei 9 CO'D, ' 

•» 40. Oii*eii GjpFnoluv tine tnéthod^ jnoavefle ei très-soUvent'" 
employée polir coosiniire la polaire d'un [ftHnl rehtiremçnt & 
unangle. « . < ' ' . * 

. Vi>fi poiiùfy ' tkenei'à Ven^ i^din»$éeinit^ qui notent ; 
eei am9 point f G ef B <rl- A;* joignez A€. BD, qui se * • 
coupent en O' : /« droite 00' éat la polaire demandée, 

'41. Indiquons par E et F les points où O'O'' coupe BC et - 
âD, par F' et £' ceux où CX^ poupe. BD et AC> on jp|^i Êurie. • 
les ob$erwtl<m siii vantes : • * * ^ 

' Nous tvoDS vô r^9) que X>Of ' était la police de relattvê^* 
^ «leai à l'aifglé'GO]^, que^mNi^ pouvotlffaîi^i^ ilidiqiic^|lay 10F ' 
. f>p a reconnu *9Mttttblâblement que 4a 0iéiii«i'djroi«»''OO' est Ja ' 
|ii>l«irêd«i»taeiMlintO'i)slitivi$niem oti<XK|>.^ . 

I>er*nfeme, OCK''estiâ polaire de O' par rapport aux angles EOF 
et E'O 'F", elO'O" est la polaire de 0 relativement aux angles 
'JE'O'F', E"O^F^ *' * ; 

k>^, Touie*' léf 'fU^it€8 des fig. \^ ei 17 0ont ttivisée^ 4^ 
'moniquement [excepté les lignes ponctùéés 'dent^il nj^sem' 
question que plu» tûd (4d)}. / . • .* f V * . . - 

\ drpite AB étant, par hypothèse» dtvisée'harmoûîqueinçiii 
Taux points Ê*,€^,'kl fiilsceau do-quâtrç droites ayant son sdnk^^' 
met en O çUvisera de même les autres droite;> £F, ÇD^ VÙ 
et AC. ' ' ' ' ' 

/ Ensuite, 0"0' étant In polaire de 0 par rapport à l'angle 
E'O'F'', la droite E'^" sera divisée liannoniquement en OetO'; 

. U en sera donc de.mè/ne j^qur les droites. BjC et AD; côupées 

ipacieiWsceauO': ; ' ' ' • . 

•Ëntfn , la droite • BC étant divisée, hannontquedieni aux . 
'joints 0,.£> on pourra donner à: ,eette\^lvteloOy au .lieu du * 
' point Of , le point O! pôvur' sommet'; 'âlor^.k droite F'F> dont • 
il restait à parlei"/ serraussi divisée harmoniqtiem^nt comme 

transversale du faisceau 0'. ' ' ^ ^' . 

• Comme cas particulier de cette proposition, nous remarque- 
rons l'énoncé suivant, relaiir à la y?^. 16: " . 

. Une diagonale d'un quadrilatère complet est divisée har^ 
aïoi^iquemeni pa»,lei deax, afitres. On en conclut, encore une 
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manière de trouver sur ù ne droite 00" le conjugué harmo^ 
nique E' d*un troisième point F' ( /î^. 16 et 17). 

Soil pris arbilrairemeni le point B; sur F'B prenons le point 
quelconque Dque nous joindrons à 0 eiO", ce qui coupe en A 
el C les droites BO", BO; la ligne AC coupe 00* en E'. 

43. Nous démontrerons aussi que ies points E, E', E" sont 
en ligne droite. En effet, les quatre droites E'E", E'B, E'O", 
E'A (parmi lesquelles on n'a pas tracé E'B) forment un fais- 
ceau Iiarmonique de sommet E',4)uisque AB, ainsi qu'on vient 
de le voir, est divisé hannoniquement aux points G" et E". 
Donc une autre droite, telle que BC, sera aussi divisée harmo- 
niquenient par ce faisceau au point O et au point où E'E" coupe 
la direction BC : ainsîi ce dernier point n'est autre que E. 

Ce théorème peut s'énoncer de la manière suivante : 

Les polaires d'un point D, relatives aux angles d'un trian- 
gle ABC, rencontrent respectivement les côtés opposés en trois 
points situés en ligne droite. 

Pour le voir, il suffit d'observer que AE est la polaire du 
point D relativemcql à l'angle BAC. En effet, si l'on mène 
de ce point des sécantes 0"C, O'B jusqu'à la rencontre des 
côtés de cet angle, el que l'on joigne encore ces points de 
rencontre par les droites O'O", CB qui se coupent en E, on 
sait (4^0} que le point E sera sur la polaire, qui sera par consé- 
quent AE. 

De même, BE' el CE" seront les polaires du même point D 
relativement aux autres angles B et C du triangle ABC; mais 
ces droites AE, BE', CE" ne sont pas tracées sur les /ig, 16 
et 17.* 

H. La droite AB étant divisée harmoniquement en 0" et E", 
la droite O'B est la polaire de A relativement à l'angle 0"0'0. 
Par conséquent, la droite 0"0 doit être coupée sur cette po- 
laire par la sécante ETl iO); M en résulte que les points E", 
F', F sonl en ligne droite. 

Parla môme raison les lignes E'F'^F et EF' F" seront droites; 
mais ces trois directions n'ont pas été tracées pour ne pas com- 
pliquer les Jîg. i6 et 17. 
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45. Dans la fig, i4, si OC était la bissecvriq,e dû AOB, ii est ^ . 
i^ir qu^ ia droite GC£, menée telle maoièi^^.quc G€ = CE,, . * 
' agMiit perpendiculaiie è OC, #iasi que OD pail^Uèle à . ' 

éùtie Oi)i#(foortlt eki deux piutfofii.égai«s le^su^HpléiDèot de 
l*angle AOÉ. Mais les droites OC et OD soÉt coîjiiguées liar- 
Âbfilqaes ( 30} ; fia a -dionc le^ tbéertelié^ sainmi i ' r 
. ' Les bissectrice» d^uM angle êt fie'' êni'supplémerU fqrpuénty^ 
avec les côtés de cet an^Uf, ujifaisGcayL Iiarn^tû^im» ' ' * 

El réciproqueincnl : • . 

Dans un faisctiau harmonique^ si dffux droites conjuguées: ,^ 
sont perpendiculaires, f iles sont bissectiiccs des angles SUp^ 
^plémeiiiairesque font les autres dro.ites. " • " ' ^ * * 

4G. Soit A ua point queiçonque pris sat,^^yà ^rcô^iilRTptkB 

• qui a I>D' poçr dî^uû^t^e (^g» tBJ^et sçitB/Cun ^ystÂmq ÔDrires- . 
pondaia de deuit tiolnts qui divlseni ^nnonhtuement HSf'. ^ * 

/L'angle DAD' étaol ^roii comme itoscf il dans op dèiui^rêle; 
^*oli voit, par le fbéoi^e précédent, que AD sera la bissectriee \ 
*dé Bac et AD' celle do BAE, supplément de BAC; ainsi, étant , 
connu un des points B et C, il sera facile de trouver l'autre. 

Nous ne répéterons pas ici la déiiioDslration connue de Géo- 
métrie élémentaire par laquelle ou démontre le« prçpbrtiooa : , 

AB BD D'B . \ : ■ , ' . , ' - 

• ±= ^ = > que nous écrivons ici en observant la règle 

«les signes') cependant nocis 'ett.cottclur(>psle.tbéoràiiîe«ut«^ . 

Le JUeu' géométrique des poinU 'h hippori des dis' 

, iances de ces points 'à deuàs points fixes A ei B sait eonstani, 

: est une citiuntférence ayant pour diamètre la distance 4^ deux . 

points D et 1)' qui divisent harnwniquement AB. * * * • ^ ' , 

V /«e s^'i»tèmc de ces points D et D' sera déterminé par la Tti-» 

. ' BD D'B • ' 

leor donnée du rapport r = =r;T = 7^77; • ' . 

^ 47. Si l'on mène du poic^t V (>î^«.i9) des.VwosvjÇis^es A'BG» 
' À'D£ à l'angle BAC » 09 ^i/40 } que ie poiot'O où' se coupent , - 
B)SetœestsurlepolftireÀddeJfiSoit«nlboMrA''GÔ'4W ' * 
.• ^^l^te menée du point le point F pu se .confient GE çt DO'* ' 

. .. .♦ • . . • « 
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sera encore sur celte polaire, ainsi que le point I où se cou- 
pent BO' et GC. Il en serait de même pour toutes les autres 
transversales menées du point A'. 

Ainsi, les points O, F, I, ... , sont en ligne droite avec A. 

'Ce théorème subsiste encore si le point A' est à l'infini. 
Alors BC, DE, GO',. . ., sont parallèles, 

48. Celte considération pcrraeltra de résoudre le problème 
suivant : 

Joindre un point donné au sommet inaccessible d'un angle 
dçnné, 

"Supposons d'abord {fg. 19) le point donné 0 dans Tinté- 
rieur de l'angle BAE, donné par ses côtés BD, CE, mais dont 
le sommet A est supposé inaccessible; nous mènerons de ce 
point O deux sécantes croisées D(X:. BOE, de manière que le 
point A', où se couperont CB et ED, soit dans les limites de la 
ligure, ce qui exigera un certain tâtonnement si le point est 
près de la bissectrice de l'angle donné. Du point A', menons 
une nouvelle transversale qui coupe BD en G ei CE en 0': 
joignons DO' et GE qui se rencontrent en F, la droite OF sera 
la ligne demandée et passera en A, 

Si, au contraire, le point donné 0' est extérieur à l'angle 
donné RVE, noys mènerons, d'un point quelconque A, la 
droite AO' qui coupe les cùiés de l'angle en E et en C, ainsi 
que AG qui les coupe en D et B; nous joindrons DC, BE qui 
se rencontrent en O; du point A. nous mènerons AO qui sera 
coupé en F par DO'. Enfin, joignons EF qui coupe AB en G, 
la droite O'G sera la ligne demandée qui passera en A'. 

49. Cette solution n'exige que l'emploi de la chaîne et des ' 
jalons, mais avec Tétiuerre d'arpenteur le problème se résout 
plus. simplement. 

Soient BF, CE {Jîg, 20) les côtés d'un angle dont le sommet 
inaccessible A doit être joint au point donné 0. H suffira, 
par le point 0, de mener perpendiculairement à ces côtés les 
lignes BE, CF, enfin d'abaisser sur BC la perpendiculaire OD 
qui sera la droite demandée (21). 

Celle même construction permet de résoudre le problème 
suivant : Du sommet inaccessible d'un angle donné BAC. nu^- 
nfir une perpendiculaire sur une droite donnée BC. 



Mener. la:b{$9ecincê d'un fMfj/ie dojit lè wmmef M " 

.Coupons oei angle RAC pat là' droite quelconque BG {Ji^» ^i)^^ • 
et 90ii 0' le point ^oà ooncotireiit les hfesé^trtceé des angle» 

ABC, ACB : on sail (21) que ce point 0 est sur la bissectrice • 
de BAC. On pourrait en trouver un second point eu menani - ^ 
toute autre sécante que BC; mais soit B'C parallèle à BC, B'O' . 
à BO et C 0' à CO, il est clair que-O^ sera^aussi sur la Ugoe 
cherchée qui sera OU'* • •.• 
" 5i: Prolongsr^-au delà'd''ttn,^bitaçle^ uàe.dnn{e 4ç^'émùp^. 

Soient B et C ees ûè\i% points {fig, icf), et eherchons^iui-' • 
point A' de la droite BC au delà d'un obstacle que nous su|>* 
poserons exister à partir du point B. Du point quelconque A, 
menons deux droites AB, AC, et prenons sur chacune de ces- 
lignes les points D et E choisis arbitrairement, mais d'une, 
manière oonvenablp pour la figure; joignons B£, CD qui se 
coupent' ep 0;«t menons la droite AO . Soit encore G pris arbi-* . 
tralrement sur icB» >et J<»igik6ns GfE.qul coup^ en F; enfin, 
menons DF qui' coupe ÂC en 0' r les droites ED» O^G se cou- 
. peront en A' qui sera; d'àp&fèf» ôe 'qifon é vu ( 40 ), sur la iïtûù^ 
jiondedB. • ' • * 

On aurait de même un autre point et taOf d'autres points 
qu'on voudrait de la direction de cette ligne. * ' * * ' 

Cette construction est remarqualjle parce qu'elle s'applique 
•BU cas où B et C sont inaccessibles; en ciïei, il suffit de poser 
'4^8 jalpris dirigés vers ces points dont on n'est pas obligé d'ap-, • 
prOâher plu8 ]>rès que fe point Ck De plifSy-rien a'ciiigé que . 
point À' on puisse voir B et G, ni réciproquement*- . « 

. Loi^qae 4*un*des points B es^ accessible (Jigr,^^) -ci , que 
Ton- peut sé sçrvir'de l'éqûerre d*4Hrpente<fr, il suffît de mener * 

sur BC une perpendiculaire liA de longueur convenable» de 
prendre sur AA', perpendiculaire à AB, une dislance suffisante 
AA' et d'élever sCir A.V la perpendiculiiire A'B'==AB; alors 
il est clair que B^O'» perpendiculaire à A B', e^tle prolonge^, * 
meut de BC. ! *. . * • , ' 

Ici encore rien n'exige. queJes.portion&BC çl^S'C'de c«Ué • 
droite sotent visibles l'une <nour Tautrer 
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CHAPITRE m. 

POUIRES DANS LE CERCLE ET LES CONIQUES. 



!• — Propriétés qci définissent la polaire. 

52. Si l'on mène. d'un point donné une sécanie quelconque 
à un cercle, le lieu géométrique des points conjugués harmo- 
niques avec le point donné, relativement aux points d'inter- 
section avec la circonférence, est une droite qu'on appelle la 
polaire du point donné, considéré comme pôle. 

On voit que cette définition de la polaire, par rapport à un 
cercle, est la même que celle qui a été donnée à propos d'un 
angle (34-), niais elle exige de même une démonstration. 

53. *S'/ d'un point 0 on mène à une circonférence C une sé- 
cante qui la coupe en D et en E, on demande le lieu géomé- 
trique des points M où concourent les tangentes menées en J) 
et en E {fg. 23 et 24). La perpendiculaire CF sur le milieu F 
de DE coupe en M, la tangente MD; on a 

U' = CM.CF; 

mais les triangles rectangles CMP,CFO sont semblables, comme 
ayant l'angle C commun; donc 

CM CP ^ lia 

^ = et R'rzrCP.CO, ou CP=~. 

Ainsi la perpendiculaire abaissée du point M sur le diamètre 
qui passe en 0 est indépendante de la direction de la droite OED; 
il . en résulte que cette perpendiculaire est le lieu géométrique 
lui-même. L'égalité R' = CP.CO est écrite conformément à la 
règle des signes (1), car le premier membre éuint positif, le 
second doit l éire aussi : or, les points O et P, placés sur une 
même droite, sont du même côté du point C, ce qui tient à ce 
que l'angle C, commun aux triangles semblables, est aigu. 
On voit, par la même formule, que ces points O et P sont 



réciJ)roquos Tua de Taiure, c'esl-à-dire que si 0 vieni à 
pUice de P, en même temps P viendi^li à bi {^lace^e O*. 

54. Nous démontrerons* bièotdi gue celie droite *HP ^Ta. 
polaire du paiM Oi mais pooa péufons 4ès à présent considé'i * 
rerlës troisists qui i>eu?ent «se.présenier*d*|iprè^ les éitî^^ 
refttes pOBlà^yns du pôle. . 

Si ce pôle O est en dehors du cercle (Jl^, 23), ii est clair 
-que la corde Je contact \\ï\' est une portion de là polaire j 
d'ailleurs, po coniiaii direciemeat, pour uue taai^enUî. V^il, i^t.. 
jelaUoû . * : • . • . * ' * •/ 

. Cf.CO=±CH=^E^ . v / 

* • .• • • . ♦ * ■ 

Si le pôle était en A sur la circonférence, c'esl-à-dîre si l'on- 
avait CO — R, la formule donnerait aussi CP = H. Ainsi la ion-t 
gente serait la polaire demandée, 

£nlin, si €0 < R (Jig, a4), la formiilè iponure que €P>Jt; 
dans ce cas, la polaire est extérieure au cerde. . ^ ^ ' * * . 

55. Danà la formtit€r*R*s=(CO.CP/ol»sçrvons qite42est lei|pt^ 
lien da diamètre AB; ndbs ea Conchirbne (9t >((ue leê points O* 
.et F (^^^ 23 el 2^] inyiseirt.liarAioiilqueihent ce diamètre AB«* 

Cela po^é» p6ufft|lre Voir qaé là perpendicalaire lilP sur AIT 
est la polaire de 0, tellè que nous l'avons définie (58), 41 reste 
*à prouver que le point G, où elle coupe la sécante ijuel- 
conque ED, est conjugué harmonrijuc du point relative-: 
ment aux points E et I> de la circonléreuce. 
• En effet, nous avons vu (4G) que le cercle décrit sur AB 
'Cbmme diamètre éUril le lieu des points tels, que le ra{>poilde 
*leurs distançjsifux poini^O-eiF^quidivi^nl liàrn^oniquenient' 
ce diapièWe^ fût cofistant; doni:- 

• . EO DO • PE OE 

• 

^Appliquant <^tte.d^i^ forme d'égalité au triangle EPD es 
.'mémé temps que le tbéorèmè de Géométrie élémentaire' 
qu'on a rappelé au «^'4^9 on voit^que la droite .OP divise et^ 
deux parties ^gated; éki^s la fig. 93,.le suppléinèfit 'BPK 40 
l'ongle ét dans la/gr. ^4 l'angle 1KFiriiii%i6itfe aon: 
traire, MP/pcrpendipulaifél Ot,*diyis^égàWm?ntr d'utf côté. 
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l'angle EPD, de l'autre son supplément EPK; mais, dans les 
deux figures, les droites perpendiculaires PO, PM forment 
toujours avec les droites PE, PD, dont elles divisent les angles 
en parties égales, un faisceau harmonique ("45), et les points 
O et G divisent harmoniquement la distance ED. 

56. La seconde déllniliuii que nous avons donnée de la po- 
laire (53) ne semble pas générale, parce que le point M du 
lieu ainsi obtenu, étant au concours de deux tangentes, ne 
pourrait jamais se trouver dans l'intérieur du cercle, comme 
cela doit être cependant pour les points situés entre II 
et 11' {Jig, Mais remplaçons celte détluition par l'éga- 

lité CP= — ï qui en résulte immédiatement, et nous aurons 

toute la généralité désirable : en effet, tout ce qu'on a vu au 
n*» o5 découle de cette égalité, et le point intérieur G {fg. 23), 
conjugué de 0 pour la division harmonique de ED,scra le point 
du lieu situé sur cette direction. 

II. — TflÉOIlÈilES sua LES POLAIRES. 

57. Nous pouvons donc ajouter, aux deux Jîg, 2^ et 54» 1^ 
Jig. 25 dans laquelle le point M est intérieur au cercle, et nous 
démontrerons, sur toutes trois, le théorème suivant : 

Les polaires de tous les poitils d'une droite passent par le 
pôle de cette droite» 

Soit M le point pris sur la droite donnée MP; d'après ce qui 
précède, on trouvera la polaire de M en prenant sur CM la dis- 

tance CF=^ et menant FO perpendiculaire sur CF. Cette 

droite FO, polaire de M, coupe en 0 la droite CP, perpendicu- 
laire sur MP. Or, les triangles semblables COF, CMP don- 
CO CF 

»eni _ — _ ■ donc CM.CF = R' — CO.CP; par conséquent, 

le point 0, où passe la polaire de M, est le pôle de MP. 

58. Iléciproquenjent, les pôles de toutes les droites qui pas- 
sent par un même point se trouvent sur la polaire de ce point, 

SoieniO ce point et OF une droite quelcontjue qui v passe; 
pour on avoir le pôle, on sait qu'il faut abaisser CF perpendi- 
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cuîaîro sur OF et prendre sur CF la dislance CM = —, \ alors 

M sera le pôle de OF. Joignons OC el abaissons MP perpen- 

CM CF R- 

diculaire sur OC ; on aura comme ri-dossusCP = ~ ' ^^) ~ 

ainsi la perpendiculaire MP sera la polaire du point 0, donc 
cette polaire contient le pôle M de OF. 

59. Observons, comme cas particulier, que la polaire du 
centre est à V infini , car si le point O se rapproclie de C{Jjg. 24)» 

R* 

la formule CP = — montre que CP = x pour CO = o. 

Donc, d'après le théorème précédent, le pôle de tout dia- 
mètre est à C infini. 

60. Des théorèmes qui précèdent découlent évidemment les 
corollaires suivants : 

I** Si des différents points d'une droite on mène des couples 
de tangentes à un cercle, les cordes de contact passent au pôle 
de la droite donnée. 

2° Le point d'intersection de deux droites a pour polaire la 
ligne qui joint les pôles de ces droites. 

3° La droite qui joint deux points a pour pôle l'intersection 
des polaires de ces droites. 

Cl. D'un point quelconque si ion mène deux sécantes à une 
circonférence et si Von joint directement et inversement les 
quatre points d'intersection pris deux à deux^ la droite qui 
réunit les points de jonction est la polaire du point donné 

Soit A, le point d'où partent les sécantes MMj, M, M, qui don- 
nent les points de jonction A et A, : il faut prouver que AA, 
est in polaire de A, par rapport au cercle. 

En effet, soient B et B, les points conjugués de A, par rap- 
port aux points M et M3, M, et M, : nous savons { et 40} que 
BB, sera la polaire des angles MA, M, et MAM^ ; donc elle se 
confondra avec AAj. Mais comme la définition de la polaire 
est la même pour un cercle que pour un angle (52), le théo- 
rème est démontré. 

On verrait de même que A, Ai est la polaire de A, cl Ai A celle 
de A.. 




* 
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• rigiî D'après ce qu'on a vu (42), on reconnaît que toutes les 
sécantes de- la fig, 26, ainsi que la droite A, A,, se coupent 
harmoniquement les unes les autres : par exemple, les droites 
A, A, et A, A, A,B et A,B, sont conjuguées deux à deux, et la 
ligne A, A, polaire de A^, est divisée harmoniquement en B 
et B,. 

^ - 63. On sait que A Ai, polaire de A., passe aux points de con- 
tact E et E, de^ tangentes partant de A, : comme AA, est aussi 
la polaire de A„ on voit, par la définition même de la po- 
I^jre (52), que EE, est divisé harmoniquement en A et A,. 
/ De même DD, est divisé harmoniquement çn A ei A„ ou 
fcien AA, en D et D,. " ' 

•f En général, dans un triangle A A. Ai dont chaque côté est la 
polaire du sommet opposé, chacun des côtés qui coupent le 
cercle passe aux pjointsde contact des tangentes menées par le 
sommet opposé, et est divisé harmonîquement par la circonfé- 
rence. 

Corollaire. — Soient IVÏ, M,, M„ Mj quatre points d'une cir- 
conférence et A le point où se coupent M.Mj : on con- 
clut réciproquement de ce qui précède que le point A,, où se 
couperont M,M el M,M,, est sur la polaire de A. Ainsi ED,, 
E,D iraient se couper sur A, A,. 

^ III- — Application au tracé des tangeistes. 

" dk. Pour mener des tangcmtes ïiu crefcle d'^UTi point extérieur 
Al, on peut conduire de ce point deux sécantes quelconques 
qui coupent la courbe aux points M et Mj, M, el M,. On réunit 
ces points directement et inversement, ce qui donne les points 
de jonction A et A,. La droite A,A coupe la circonférence en 
E et E, : il résulte des numéros précédents que A,E, A, E, se- 
ront des tangentes. 

•*De même, la droite AA, coupant la courbe en D etD,, on a 
les tangentes A, D et A.D,. 

65. Cette construction n'exige pas que le point A„ où vont 
concourir: MM, et M^Mi, soit accessible ; en effet, on pourra 
toujours joindre le poinl A au sommet inaccessible de l'angle 
formé par ces droites [hS). Cette ligne coupe la courbe aux 
points Eel Et que l'on joindra toujours au point donné A,. 



fnacomible ain$l que^tt rlean'emptebera da joôiùke de mèm^ 
le potni E jui^Muninei de Vpùfie Mm^ |>*r les /MAfiê Hêii jêv 
M,M, (î>8), on en.r0]4 mibnV|K>iir]ô'p<rtiHR. . " / \ ; 

* • .IV. — Polaires daxs uîw uoniQWU/. * > . 

66. LeB^définkîonîs sérqiH le& mêmes, poup 'unc conique . 

quelconque, que pour un cercle (52) ou peuf un angle (34).. 
Ainsi, cianl donné dans le plan d'une conique un point 

■quelconque pris pour pô/e, le lieu géoniélriquc des points- 
conjugués liarraoniqucs de ce pôle, relativement aux deux où' 
une droite qui y W**!» ijeneobire la co^^ique, .est la polaire 

. poiol donné. , ' ■ * r . - • ' 

•Gomme une^conlqaei d'après sa défînitîCNrijohême, estîapei»- 

: èpecMve d'u». cercle, etqvè la division batnioiûqtte; ,éiani vraie • 
pour iiiiretiajEisitêrsale .qaeicQn^ue (^9), subsfsid tlaiis la pe^-r 
spective, on vbft'qoe ïa jff^^y^ «àe c/rtî^te'oans^e^^^ 
nique aussi bien que daÂs Vin cerdê» / r*. î'. * • 

Comme les sécantes et les iangenies se corre^oildeiit'dawi ^ 
les deux courbes par la perspective, tous les théorèmes relalife 

;à la polaire dans le cercle sont aussi démontrés pour une co- 
nique queleonqiie, excepté la proposition où l'on a établi que la 
potaiie eil peiiHHld^ulaire dans le cercle au diamètre divisé. 

. hamonUiuement; ei U perspeo^^^ ifiis 

' len lelaiiQiis d^ang^, > - . • ' • i '* ; 

On dit qu'uti triangle AAiil^i»»* ooiyiigiijJ pàV rapport à une 
conique (/^. 261) quind chaoïth desçé.fiômjtieia.esi le p^le.dq 

côté opposé relativement à cette conique. . • . .. V 

67. Il ne reste donc qu'à cb^#(eri-reia3liveii«nt à une 
nique qui a po.ur équation . \ / 

•réquaOon.de la. polaire d'un, point .dont l£s coordonnées 

. On eâU que J-'ccjuaiion de laiangeni^meaee çn un i^v^\ de 
çitè ceorbi^i^p^éseniil^r <,/^ . .'. ; * . 
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équation dans laquelle on doit remarquer Ja symétrie qui 
existe entre les coordonnées courantes et celles du point de 
contact. 

Un autre point de la courbe, représente par x", y', donne- 
rait une équation analogue à la précédente. Soienî <x et p les 
coordonnées du point où se coi^pent les tangentes aux deux 
points représentés par jt*, / et jr*,/*, on aura donc 

i* • 

fl 'en résulte que l'équation 

éuint salisfaiie pour les deux points de contact, sera celle de la 
droite qui joint ces points, c'osi-à-dirc de la polaire du point 
indiqué par çt, (3. 

Mais ce dernier point esU assujetti à être extérieur : pre- 
nons donc, sur la corde quelconque qui réunit les deux points 
de contact, un point intérieur loprésenté par a:,,/, ; menons 
par ce point une autre sécante arbitraire qui sera aussi la po- 
laire d'un point exlériçujr représenté par a\ P', cl qui aura 
pour équation 

Mais cette équation et la précédente pourraient s'écrire en 
remplaçant :ir et / par ar„ j„ puisque les deux cordes passent 
au point ainsi indiqué. La relation qui en résulte étant donc 
vraie pour les deux points extérieurs est également vraie pour 
tous ceux de la droite qui les Joint : on peut donc y rempla- 
cer les coordonnées particulières <x et p, a' ei (â' par les coor- 
données courantes X t\x\ de sorte que 

fdxjr, b\xx, 4-x^x)-\-icxx,+d{x-{^y,)^e{x^x,)-\- 7.f=z o 

sera l'équation de la polaire du poiut intérieur représenté 
parx„j,. 

Ainsi x' et/ étant les coordonnées d'un pointde la courbe. 



. ^ 

* * I • 




d'un point extérieur ou intérieur, l' équaiipa de la polaire cor-^ 

ce qui 8 écrit encore ,v. - • *n >• 

■ ' flirw^enUliide réquatton de la polaire d'un point repré- ' 
• ■ ' :Mitté pÉïjÈf./^ifelithrfmflot à une conique Opçpéft psj une ; 

*.* .* 1 jiflii Jil 1 Vrii^. ' . _ I • 

V • onyosm • - v . • .. : ^ . ; 

• ^- ' V ' . * * * " 
. '-'^ : c'esi-à dire que l'on transportera i'orighiq «ti j^iil iiQp^éM»^ 

' ' " •'.**.'•'*-•. ^ • 

'/ L'éauation de la couibe étant donc. • * > ^ • / y •* 

• cêlledetaflBtaireserk • ' ■ ,;. ■ .'; • 

. .- ■ réquaiion<!heichée:, • • .'■ 

• . ...i : ' : • r . 

• I • • • s»* ♦ • • • * 

• • .. • . • . S!» ' ^ • • • • • 

»' ••• ••• ••• 

' • \ - • :\ . , • •% • • 
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f 

CHAPIIREIY. 

m 

PUISSANCE DES POINTS, AXES RADICAUX. 

I. — • Définitions; construction de l'axe radical. 

68. Trois points étant en ligne droite, nous appellerons» 
avec Steiner, puissance d'un de ces points relativement aux 
deux autres, le produit des distances de ce premier point 
aux deux autres. 

Le produit sera positif si ces deux segments sont comptés 
dans le même sens, c'esi-à-dire si le premier point est d'un 
même côté des deux autres : au contraire, ce produit sera 
négatif si le premier point est entre les deux autres. 

69. On définira d'une manière analogue la puissance d'un 
point relativement à un cercle. 

On sait, par un théorème de Géométrie élémentaire, que le 

produit des deux segments comptés sur une droite à partir 

d'un point quelconque Jusqu'aux extrémités de la corde que « 

cette droite détermine sur le cercle est constant» c'çst-à-dlre 

indépendant de la direction de la corde : donc, si ce point 

donné 0 est extérieur {Jîg, 27), le produit sera égal au carré 

de la tangente OA menée de ce point. 

Pour un point intérieur 0', soit AO' perpendiculaire sur CC : 

■ t 

le produit en question sera (rA.O^Bss — C'A , car ces deux 
facteurs sont comptés en sens inverse* 

On peut donc, dans tous les cas, prendre comme expression 
de ce produit, c'est-iMllre de la puissance du point, le carré 
de la distance du point au centre, moins le carré du rayon. 

£n effet, 

OA==ÔC*— R» et — Ô^'=5^'— R». 

Il est clair que pour un poiul de la circonférence la puis- 
sance est nulle. 

70. Uaxe radictU ou la diskontologue de deux cercles esl 

3 
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le iietê géométrique des points qui oui même puisitutee relatif 
vement à ces deux cercles. 

Nous allons voir que ce lieu est une droite perpendiculaire 
à la ligne des centres. 

Suit M un point du lieu cherché {Jig. 28) el P le pied de ta 
perpendiculaire abaissée de ce point sur la ligne des centres 
ce. Nous avons, par la déûnition (69)» 

Soit 

R>R', 

on posera 

— Jl" = MO MC''= CP' — CP* , 
en supprimant MP*de pan et d'autre, ce qui donne 

Rî— JR'* = OC'(CP— C'P) et CP«->CP = ?'~/^ 
Mais déjà 

CP-hCPsîCC, 

doae 

iîc ^ icë ■ 

Ainsi, ta position du point P est constante, quel qoe soit 
le point M du lieu clierclié : donc ce^lien est la perpendicu- 
laire abaissée de M sur CC'. 

T1. L*ate radical peut être entérieur, tangent ou sécant aux 

deux cercles. Dans tous les cas, les points extérieurs de cet 
axe sont ceux par lesquels on peut, 'd'après la définilion, 
mener à ces deux cercles des tangentes égales. 

Observons encore que si les cercles se coupent, la droite 
d'intersection est Vaxe radical* £a effet, la puissance d'uo 
point commun étant nuile pour les deux circonférences» 
ce point et son symétrique auront la même puissance. * 

De même, si Im cereUs sofU tangents, la tangente commune 
est l'axe radical, 

72. Quand les circonférences n*ont aucun point commun, 
intérleuremenl ou extérieurement, Taxe radical ne rencontre 
ni l'une ni l'autre, sans quoi l'on retomberait dans l'un des 
cas préré(l(^nis; mais alors voici la couslruciion nécessaire 
pour obtenir cette droite (Jig» 28). 
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D'un ceniro I) arbitraire, mais convenablcmeiil choisi, dé- 
crivez une circonférence qui coupe les cercles donnés sui- 
vant les cordes AB, A'B', et joignez ces cordes qui concourent 
en un point M de l'axe radical cherché* £o effet» par rapport 
aa cercle D, on a 

MÀ.MB = MAMiB'; 

donc le point M est d'ég^ale puissance relativement aux cer- 
cles C et C : il suffira d'abaisser MP perpendiculaire sur CC. 

73. Soit une sécante queiconfiue qui rencontre les circon- 
férences aux points E et F, E' et F', et l'axe radical en N : on 
sait, d'après la déûniUoo, que NË.NF = NE'.Nf \ Mais on 
peut concevoir que deux points d'une circonférence, tels que 
E et Fy après s'être réunis en un seul» au moment où la 
transversale devient tangente au cercle deviennent imagi* 
naires; cela n*empôche pas le produit NE.NF d'être toujours 
réel et égal à NE'.NF'. On peut même concevoir que Ta droite 
soit complètement extérieure aux deux cercles : les produits 
relatifs aux points imaginaires n'en seront pas moins réels et 
égaux à ceux que donneraient des sécantes, menées du mémo 
point de l'axe radical, de manièwî à couper l'une des circon- 
férences, ou toutes les deux« L'équation 

{x — flj'-f-C^* — by — mi»=sXjr, 

où 1 est variable, représente, avec des axes rectangulaires, tous 
les cercles qui ont l'axe des / pour axe radical, car x=:o 
donne toujours 

74. On appelle centre radical de trois cercles un point 
itégale puitumce par rapport à trois eerelet donné». Pour fair« 
voir que ce point existe, nous allons démontrer que ie$ axes 
radicaux de trois cercles, pris deux à deux, se coupent en un 

m^me point, si les trois centres ne sont pas en ligne droite. 

En effet, soit AB (^^^ 29) l'axe radical des cercles C et C, 
EF celui de C, C", et GIl celui de C\ C : le point 0, où se 
coupent AB et £F, aura même puissance par rapport à C, C, C; 
donc il sera aussi sur la droite GH. 

Si les trois centres C, C\ C étaient sur une même droite, les 
aies radicaux seraient parallèles, et le centre radical 0 serait 
à l'infini. 

3. 
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11 . — Cas particuliers. 

75. Si l'un des cercles se réduit à un point pour R'=o, il 
reste (70), en indiquant par 0 [fig, 27) le cercle ainsi réduil 
en point» et par P le pied de l'axe cherché» 

Quant à la construction connue (72), il suffira^pour la modi- 
fier de décrire, du point arbitraire comme centre»^ une cir- 
conférence qui ait pour rayon la distance au cercle réduit en 
point ; la tangente menée par ce point à "ce cerclcjjarbitraire 
coupera la corde obtenue sur la circonférence donnée en un 
point de Taxe radical. 

Nous allons foire voir que Vaxe radical entre un cercle et 
un point passe au milieu de la distance entre ce point et sa 
polaire par rapport au cercle. En effel,SOit 0 Ce point (^i^. a^) 
et O' le pied de la polaire» ou a (53) 



ce qui donne 



Mais on a aussi 



ainsi 



CO~CP = i^^^=:PO; 



P0=-0'0, 



ce qui démontre le théorème* 

De plus, la propriété de l'axe radical commun au cercle C 
et au point 0 donne, en indiquant par H et 11' les points où CO 
coupe la circoniércnce» 

p5*=:PH.ph'. 

Donc, par un théorème connu (26), les poinls 0 et 0' divi- 
sent liariDoiiiquemcni le diamètre UII'. 

76. Voyons maintenant ce qui arrive quand Jun des cer- 
cles C {fig, :i8) se réduit à une droite, et cherchons d abord 
comment un pareil changement peut avoir lieu. Soit O le 
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point de la circonférence C situé sur CC', le plus près du 
point C, et imaginons que le centre C s'éloigne de plus en 
plus en demeurant toujours sur celte droite (iC, oi\ G reste 
fixe : le rayon C'G augmentant sans cesse devient infini ■ ** 
quand C est à l'infini; c'est alors que le cercle se réduit à la 
perpendiculaire menée du point G à GC* 

Cependant» comme le cercle est une courbe da second 
ordre» il faut ajouter que ce cercle se décompose dans Teà- 
semble de deux droites dont Tune est la perpendicnlaire in- 
diquée» et l'autre une seconde perpendiculaire qui sera à . ^ 
J'infinI en même temps que l'autre extrémité H du dis* ' ' J 
mètre GCIL * • ' ' t 

Cela posé, et avant de faire cette hypothèse, remplaçons ^ 
dans la valeur de CP (70) la distance CC par CG4- A'; il eu 
résultera 

œVR' . 

^„ _ CG aR'.CG + R' _ ""SF""*" 

a(CG+K') ÏST" * 

-jJT+l 

Maintenant, soit R' = 00 : il reste CP = CG, c'est-à-dire que 
taxe radical entre un cercle et une droite est cette droite elle^ 
même, 

11 en serait de même évidemment pour taxe radical entre 
un point et une droite* 

Tt, EnQn» l'axe radical va à l'inflni» c'est-à-dire qu'il n'existe 
pas, si CC'=a: alors les cercles sont concentriques. 

III. — PaOr&lÉTÉS DE QUATRE POINTS CONJUGUÉS. 

78. Quatre points X et B, C et D conjugués deux à deux 
étant situés sur la même droite, il existe toujours sur cette 
droite un point 0 dégale puissance pour les deux systèmes. 

En elTet, il est clair que si l'on construit des circonférences 
sur- les distances AB et G) prises comme diamètres, le point 0 
sera l'intersection de la droite dl)nnée avec l'axe radical des 
deux cercles. 

Cependant, si le . milieu de AB coïncidait avec celui de CD, 
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les deux cercles éuni cancentriquesy Taxe rtdical ferait à 

rinfini, et il an serait de même pour le point 0 (77). 
. 11 n'y a qiio trois combinaisons générales. 

Deux points conjugues A et B sont consécutifs (fig^ 3o), ou 
bien alternent avec les deux autres points C et D (^^. Si), 
ou encore enferment ces deux points (^g. 3a).- 

Dians le premier cas, les cercles sont extérieurs» et le point O 
est entre les deux systèmes de points. 

Dans le second cas» les cercles se coupent» et le point O 
est entre deux points de chaque système» 

Enfin» dans le troisième cas, les cercles sont Intérieurs» et 
le point 0 est on dehors des quatre points. 

79. Dans la Jig. 3u, si B et C coïncident, les cercles sont 
Vangenls extérieurement, et 0 se confond avec B et C. 

Dans la /z^. 3i, il en est de niènie si B et C coïncident; 
mais si A et C se confondent, les cercles sont tangents inté- 
rieurement en A, où se réunit aussi le point G* 

La coïncidence de A et de G produit encore le même effet 
dans la fig. Sa; mais si G et B coïncident» c'est-à-dire* si le 
cercle intérieur se réduit à un point» il n'en résulte rien de 
particulier pour la position du point 0. 

80. Le rapport des distances du centre 0 d'égale puissance^ 
à deux points conjugués A et B, est égal au rapport des puis^ 
sances de ces points relativement aux autres points conju- 
gués C e/ D. 

Ainsi l'on doit avoir 

OA__ AC.AD AO _ AC. AD 

OB—BC.BD' BO~BC.BD* 

D'après le principe du n° 1, on reconnaît à rinspcclion des 
Jig, 3o, Si et 3-2 que celte formule se vérilic toujours pour les 
signes ; il n'y a donc plus qu'à considérer les valeurs numéri- 
ques. 

L'é^lité OA.OB = OG.ÛD donne 

OA OB OD 

OC"~OB 0<j~"()A' 

En ajoutant de part et d'autre l'unité à ces formules {Jig. 3o 
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eiSi), on trouve 

AC _ BD BC AD 

OC'"UB CC—oÀ* 

IMvisaiit ces deux dernières égalités l'une par Fautre» oa ob^ 

tient ' 

AC BD . OA 

d'où l'on tire la formule iodiquée. Dans ia déjnonslr^Uon re-^ 
lative à la Jig* 82, la seule différence est qu'il faut relraiidier 
l'unité de part et d'autrei dans las deux proportions, an lieu de 
rajouter. . . 

IV. — PaOPEIÉTÉS DB l'axe RADICAL. 

81. La construction de l'ax^ radical (72) démontre d'une 
manière inverse le théorème que voici : 

Si d'un même point M de Vaxe radical on nii'ne une sécante 
qui coupe le premier cercle en A et B, et une autre qui coupe 
le second en K' et B^ ces quatre points sont sur une même cir- 
conférence de centre^ {Jif^. 28). 

On peut encore résoudre le problème suivaot : 

Par un point donné k' faire passer un cercle qui ait une 
droite donnée HP pour axe radical avec un cercle donné G. 

Si HP coupait le cercle €, il suffirait de faire passer par ces 
points d'intersection et par le point A' ia circonférence de- 
mandée. 

Sinon, du point M pris arbitrairement sur MP ( /7g^. 28), 
menez au cercle C la sc'icnntc quelconque AB; par les points A 
et B et par le point A' laites passer une circonférence de centre 
D qui sera encore coupée en B' par MA'; le centre cher- 
ché C sera à l'intersection de la perpendiculaire abaissée du 
point D sur MA' avec la perpendiculaire abaissée du centre C 
sur HP. 

BS. Les polaires d'un point de l'axe radical concourent sur 
cet axe {fg. 33). 

La polaire DE du point M relativement au cercle C est le 
lieu des conjugués harmoniques de M par rapport aux points 
de cette circonférence. Donc DE passe au point N, couju^uô 
de M relalivemem aux points A et B, communs aux deux circon- 
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féreBces ; fl en sera de même pour Tauire pokire T/E', ce qui 
démontre le théorème. ^ 

La figure suppose A et B réels; on étendra la démonstra- 
tion au cas où ces points seraient imaginaires, par le principe 
général de continuité, qui sera établi à la ûo du septième cba- 
pitre (179). 

83. Étant données deux circonférences, si de chaque point 
de l'une on m^ne une tangente à la seconde et une perpendi- 
culaire à leur axe radical, le carré de la tangente tera à la 
j^rpendieuUdre dans un tappori contiant [fig, 34 )• 

En effet» une transversale rencontre la première circonfé- 
rence en m et m\ la seconde en a et a' et l'axe radical en w. 
On aura donc (8Q) 

m M ma. ma' 
_____ — • 

m'» m'a.m'af^ 

m • 

mais soient mi, m't les tangentes au second cercle, on sait 
que 

ma. ma' = ml , m'a,m' a'=.m' i' . 

Dé plus» soient mp» m'p' perpendiculaires sur Taxe radical» 
il est clair que 

m» mp ; 

m'(ù m'p'* 

donc • 

. mi mp mt m't' 
= — fe» ou = — j—if 

m't' . "^P 

ce qui démontre la proposition 

si. Prenant pour centre un point quelconque o de l'axe ra- 
dical de deux cercles {Jig, 35) et pour rayon la longueur 
des tangentes que l'on peut, de ce point, mener aux deux cer- 
cles (71), il est clair que les quatre points de conlart seront 
sur la circonférence ainsi décrite: de plus, cette circonférence 
coupera la ligne des centres en deux points constants. 

£n effet» soient e, f ces deux points» et 0 le pied de l'axé 
sur Ce: nous aurons 

0«.0/c= — 0ê*=30if.0</', . 



t 
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traiaàiici on pooits, aus eadicaoy. 

en indiquant par<l ei^Mes points où l'axe coupe la elrcon-' 
férence de centre ti. La Ggure donnerait» ahstraeiion foite du 

signe, 

on bien, en rétabDssant le signe, 

OJ.oj;==wô'— wï', 

ei encore 

Oe sua — ci>0 • 

Mais 

a><i =0)/ =&>C — C/ =a>C — La; 

ici a et a! sont les extrémités du diamètre aCa'. 
Alors 

mais 

donc 

et enûn 

On voit donc que le point e est constant, ainsi que son symé- 
trique /• De plus» l'équation que l'on vient d'obtenir montre 
que ces points divisent harmoniquement le diamètre aaf du 
cercle de centre C (26). On parviendrait au même résultat 
pour l'autre cercle dé" centre c; donc ces pointé sont conjugués 
harmoniques par rapport aux diamètres des deux cercles. 

On dit quelquefois, pour abréger, qu'ils sont conjugués par 
rapport aux deux cercles. Il existe toujours sur l'axe radical 
une infinité de points d'où l'on peut mener des langoiiies 
réelles; mais les points e et/peuvent se réunir en un seul 
ou être imaginaires* Pour le premier cas» 

Oe = 0/=o; 

donc 

Oa=o, 
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c'est-^Mtire qae les cercles sont tangents. Le second cas a 
lieu si les ceteles se coupent (veir n* ilO). 

85. Observons» comme corollaire» que les cercleé décrits 
des différents ppinls de Taxe, pris pour cenures, et ayant 
chacun pour rayon la longueur de la tangenie que l*on peut, 
de chaque centre, mener aux cercles donnés, auront pour axe 
radical commun la ligne des centres de ces deux cercles, puis- 
qu'ils la coupent toujours aux deux mêmes points, réels ou 
imaginaires. 
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. CHAPIIBEV. 

* 

RAPPORT ANHARMONIQUE, DIVISION HOMOGRÂPUIQUE. 



L ^ RAFP0KT8 AinUBIlOIflQQBS OB QUATIB POIHTS BN UCHB DBOITB. 

86. Considérons quatre points en ligne droite, a. b, c, d 
(Jig, 36), et regardons-les comme conjugués deuB à deux; 
par exemple, aelbfC et d. On appelle /onc^ioii ou rapport an- 
harmonique une expression telle que ^ • ^) ^'^^ rapport 

des distances d'un point du premier éjrstème à ceux du second, 
divisé par le rapport analogue pour te deuxième point du pre- 
mier système. 

Ces quatre points forment six segments ab, ac, ady bcy bd, 
cdy dont quatre entrent dans le rapport anharmonique qui, 
ainsi qu'un l'a vu, contient les quatre points; on pourra donc 
toujours prendre pour point de départ un quelconque de ces 
points, tel que a, 

S7. Le point a peui èire coajugaé avee 6, avec c ou fvec d, 
ce qui donne les trois rapports 

^ flc ^ bc y^^ad ^ cd |k ^ , 
' ad' bd^ ah* cb^ aç ' de 

Pour reconnaître ce qui a dirigé la formation de ces rapports, 

et pourquoi le second, par exemple» est écrit ^ * ^» 

(îb cb 

^^âd 'cd^ illluit voir que les points sont conjugués (iomme il 
suit: 

a et . A, c el </, 
a et c, d et 6» 
a %% d^ b t\ c. 

Le premier arrangement étant pris arbitrairement en suivant 
l'ordre aipbabélique, il faut éviter que la lettre d soit au der- 
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nier rang dans le second, comme elle Tesi dans le premier; 
la notation précédente conserve la symétrie par une permuta- 
tion toamante entre b^ceid*. 

88. n esi mi qu'on pourrait encore disposer les lettres 

ainsi : 

a oi b, d et c, 
a et e, b et 
a ex df e et b, 

ce qui donne les rapports 

^ a</ ^ bd ^ . y» . 

ac ' bc* * aû ' cd* ab ' db 

Mais il est clair que XX' = X,X', =:X,X', = i; ainsi ces trois nou- 
veaux rapports sont les inverses des premiers, que nous con- 
sidérerons uniquement comme les seuls rapports dislincis. 

89. On peut prendre pour point de départ un quelconque 
des quatre points de la droite, au lieu de a» et Ton retrouvera 
toujours les mêmes rapports aaharmohiques. 

Ainsi» changeons un point dans son conjugué, et réciproque- 
ment, c'est-è-dire a en 6 et 6 en a, le rapport X deviendra 

bc ^ fic ^ad ^ bd 
bd ' adulte' be'^ 

Si I*on changeait deux points conjugués a et 6 dans les deux 
autres conj ugués c et d, et réciproquement, ^ se transformerait 
comme il suit : 

ea^da 5^ , £^ m ^ be 

d^'db'~'dûl'db~â3''S3'^^ 

c'esl-à-dirc que X reste ce qu'il était. 

90. Nous pouvons donc toujours, sans nuire à la généralité, 
admettre que l'on prend pour point de départ l'une des extré 
mités a de la droite, de sorte que ab, ac et ad seront positifs 
Il .ne restera plus h comparer que les positions relatives det 
autres points b^û^df ce qui fera voir que deux des rapport 
Mnharmoniqu^ satti jpositifs et que le troisième est négatif* 

•En effet, considérons les fg. 3o, 3i et 3a (oii nous imagine- 
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rons que les grandes lettres sont remplacées par des petites). 
U sera facile de vérifier que la Jig. 3o donnera « . 

A>o, X,<o, ^>o; 

^<o, X,>o, ^>o; 

et enfin» pour la^^. 3a, 

L'inspection de ces figures montre encore que, pour le rap- 
port négatif, deux poinii eoujuguéê alternent antee tet deux 

autres. 

91. On pourra toujours résoudre le problème suivant : 
Connaissant un rapport anharmonique 1 de quatre pqinis 
et trois de ces points, trouver le quatrième. 
Si 6 est inconnu dans l'expression 

^ ac bc ac.bd 

ad' bd ad*bc^ 

on en tire 

bc '"S* 

Si £f et c sont du même côté de b, ce que l'on voit par le 
signe positif du second membre, on pose 

6«f = be — de, 

ee qui est toujours yni, même si e est eqtre 6 et «1^ car dois 

— i/c = 4- cd, 

Si, au contraire» ^ <I lo point b étant compris entre d et o, 
on aurait 

dbssdc — bcy 

ce qui revient encore à substituer bd^be — de. On aura domct 
dans tous les cas, 

de ^ ad ' 
bc ae 

ce qui donné le point b* 
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92. Celle solution serait illusoire si le point inconnu b d*»- 
vail se confondre avec un des trois autres : c'est ce qui arrive- 
rait dans trois circonsiauces : 

si X = o, hd^Of et ^ se confond avec 

si X = 00 y 6c = o, et 6 se confond avec c; 

enfln, si X = i» il reste 

bd__ad 

ce qui ne peut se Térifler que si à se confond arec 

Ainsi, un rapport anharnionique peut avoir toutes les va- 
leurs positives et négatives, excepté o, zhoo , et 

93. Lemme. — Quelle que soit la position relative de quatre 
points a, b, c, d, en ligne droite, an a la relation 

m 

Supposons cette propriété démontrée pour une position 
quelconque des quatre points» elle sera vraie pour toute autre 
position relative. En efTet, si l'on change, par exemple, a en b 
et b en a, l'équation deviendra 

ba>ed-h àc*du + bd.ac =s 

ou bien, en changeant les signes (1), 

ab.cd -h bc.ad -h db,ac = o, 

ce qui revient à l'égalité déji supposée. ' 

Il sufBra donc de considérer un cas quelconque, par exemple 
[fig, 36 ) celui où les points se suivent dans Tordre alphabé- 
tique, Tout.se réduira à une vérification facile en posant 

cd=ad — aCt db = da — ba, bc = ae — ab. 

Donc la relation est générale; on reconnaît, dans la manière 
dont clic ( Si t rriic, la pcnnulalion déjà en)pl(>vée (H7). 

94-. Relalions entre les trois rapports an harmoniques, — On 
a trouvé (87 j, pour expressions de ces trois rapports, 

^ ^ nr . hd ^ ^ ad .cb ^ nh.dc 
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On constate d'abord que — i. En effet, dan» ce pro- 

duit, les longueurs ac, ah^ ad se détruisent en haut et en 
bas. De même, bd cl dbj bc ei cb, cd et de se détruisent, 
mais avec trois changements de signe qui donnent le signe — 
au produit. 
D'ailleurs, si nous posons 

ab^ed^m, ac.dbsnnf ad.be = pt 
ce qui donne» d'après le lemme précédent^ 

m -h n 4- = o, 

on voit que 

i==iî, x,=^' 

p m ft 

Alors 

= et X-H-r- = — ^ = 1. 

h p II p 

On aura de même 



On a aussi 



95* Cas particulier du rapport harmonique. — Supposon99 
pour fixer les idées, que X soit celui des trois rapports qui esl 
négatif, et prenons, comme cas particulier, Xss *- 1 : alors 

ac. hd 

ad. bc * 

et nous avons vu (90) que les points conjugués a et 6 alternent 
avec c et d. Du reste, la relation indiquée revient à 

aç.bd^^ad.eb^ 

c'est-à-dire (23) que ces points donnent une division harmo- 
nique. 

On trouvera encore, d'après le numéro précédent, 

Xi = -, X|=3« 

2 
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II« — FàISCEAD m QUATEB OU PLUSIEURS DIOITIS, 

96. Avant de considérer un faisceau complel de quatre 
droites» nous démontrerons le lemme suivant : 

Trois droites partant d'un m^^me point déterminent sur les 
côtés d'un angle des rapports anharmoniquetégaux, à p(uiir 
du sommet de cet angle {Jig, 37 

Soient OB» OC, OD les droites qui coupent en b et en c 
et y, end ex d lescAtés de l'angle a; du point que nous 
prendrons comme conj ugué de a dans le rapport anharmonique 
que nous voulons démontrer, menons à la parallèle qui 
coupe OC en C| et OD en (i.. Les triangles semblables bectf 
acy donneront 

. ay.bc ' 
ac 

De même» les triangles bdd„ add donneront 

, , aè,bd 

Cela posé, nous avons aussi 

Comparant les deux expressions dit rapport on a 

Py ay.bc , ac 



ce qui revient à 



ay ^ ac hc 

âà '^'~^'bd'' 



'm » 

ainsi le lemme ëst démontré. 
On a conjugué a avec 6 et (3 : comme les rapports anharmo- 

niques obtenus en conjuguant a avec c ou avec d d'un côté,, 
avec y et ô de l'autre, se déduisent des premiers (94), deux 
rapports analogues sont toujours égaux. 

97. Une égalité de rapports anliarmoniques, telle que relie 
qui est écrite ci-dessus» prouve réciproquement que (36, yc 
et àd concourent en un même point. En effet, soit 0 le point 
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oii concourent yc et ^d, et joignons |30 ^ . coupe mi en un 
point pour lequel l'égalité précédente devra être aussi satis- 
liiite. Ce point sera le point 64ui-méme, puisqu'il b*/ a qu'une 

cic bc • 

seule solution pour cette égalité {j^^ (1^)1 

On pourra trouver ou vérifier ainsi la condition nécessaire 
pour que trois droites données par leurs équations relatives 
auv axes ad, aè concourent en un mènic point. 

98. D'après le lemiiie précédent, il seja facile de démontrer 
le théorème fondamental que voici : . 

Un faisceau de quatre droites pariant d'un même pojnt est 
coupé par une transversale quelconque suivant un rapport 
anharmonique constant {fig. S7 }, 

Ainsi soient OAt 0B> OC, OD quatre droites coupées, par 
deux sécantes aux points a, 6, c, d eta^, b\ c', d\ il faut prou- 
ver que l'on a 

ac ^ bc a' c' b' c' 

iid'bd~~^''FlP' 

Pour le démontrer menons d'un point a de l'uné des sé- 
cantes une parallèle à l'autre, et qui coupe les trois autres 

droites aux points y, ô. Nous avons trouvé (90) 

ac bc ay 

ad^^^td^âi' 

Mais soit r le rapport commun des côtés Oa et Oa', OP e,tX)6', 
Oy et Oc^, Oà et Od\ les triangles semblables donneront évi- 
demment 

ayz=zr,(i(f, a^=^r.a'd', ^ys=r.b'c', ^à=:r.b'd\ 

On obtient -donc l'équation indiquée. 

On sait que les autres rapports anbarmoniques se déduisent 
des premiers; Ils sont donc aussi égaux deux à deux. 

99. L'égalité des rapports anbarmoniques de deux transver- 
sales, étant nécessaire pour établir le concours de trois droite s 
en un point (97), ne peut suffire à prouver que, réciproque- 
ment à ce qu'on vient de démontrer, les droites an', bb', rc\ 
flf^/' concourent en un même point 0; il faudra ^joindre l'éga- 
lité analogue pour une troisième sécante. 

4 
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100. Cas particuliers, — ILpetU se laire qu'une transversale 
soit parallèle à Ttino des quatre droites; alors Tuu des points 
a% 6% cff d' est è l'infini. Si c'est» par exemple» ie point 6% on Yoil 

b' c' 

-que = ces distances infinies devant être considérées 
çomme égales; alors il reste 

û!c' ac bc 

De même, soit d à l'infini; le rapport aùlnirmonique se 
metfant sous la forme 

ac bd_a'_c[ b'd' 
bc ad^ b' c' çl' d'^ 

il reste 

ac a! c' b' d* 

Si la proinière transversale est parallèle à OD et la seconde 
à OB» les points d et b' sont à l'intini, et il reste 

ac a'c' 

le ^ a^d*' 

101. Faisceaux homographiques, — . Làjig* ^^ donne 

ac _ sln(A,C) ad ^^ sin (A, 1>) . 6<f _ sin(B,D) 
Oa"" sine * Oa sind 06 siqrf * 

bc _ sin(B,C) . 
OE sine ^ 

de sortç que le rapport anharmonique ^ : ^ devient 

sin( A,C) . sin(B,C) 
' sin(A,D) • bin{li,0)* 

' , ' . a'c' b'c' 

On aura la même valeur pour exprimer -j-j, : j^i-» ce qui 

démontre de nouveau l'égalité 

ac bc _ «V . 

Ml ' E3~i^d' ' ¥d/' 
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yais'ce qu'il faut surtout observer ,.c'est que leirapportAnhar- 

. monique de sinus caractérise le faisceau, puisque deux fais« 
ceaux de quatre droites pour lesquels celle relation de sinus a 
la même valeur, sont coupés par dos transversales suivant le 
même rapport anharmcmique. On dil alors que ces faisceaux 
sont homç graphiques, 

• Nous pouvons considérer aussi des faisceaux formés par plus 
de quatre droites partant d'un même point'; on les disp\>- 
sera quatre \ quatre pour avoir leurs rapports anliaraonl- 
ques. 

Étant donniês deux faisceaux d'un même nombre de'droites, 
si tes droites de même ordre' donnent' de part et d'autre des 

rapports anharmoniques égaux, ces faisceaux sont toujours 
h omograp /tiques. Par exemple, il est clair que deux faisceaux 
sont homofrrapliiques iorsqu ils sont composés des mêmes angles 
disposés dans le même ordre. 

Comme une ligne d'un faisceau doit toujours être co/)sidé- 
rée de part et d'autre dû sommet, et que deux couples de 
droites dont leâ côtés sont respectivement perpendiculaires, . 
font toujours un angle égal» on voit aussi que deux faisceaux 
sont hbmographifue$ hnqu'ilt sont fbrmés par un même nom- 
bre de droites respectivement perpendiculaires et disposées 
dans le mime ordre. 

• * 

• > 

ta. ~ ]»utm wmiu «»o«iumQi>nm. 

102. On dit que deux droites sont divisées homo graphique- 
ment lorsqu'on a marqué sur chacune d'elles une série de points 
tels, <}ue qiiatce points d'une droite donnent le môme rapport 
enharmonique que leurs correspondants de l'autre droite. ^ * 

Ainsi» prenons sur l'une des droites {Jig. 3Ô) les points a, • 
. 6, c» cf, «9 . . . , et sur l'autre les points correspondants a', ^% y, 

• 4\€?f**9 ces droites seront diirisées bomograpbiquement si, 
quatre points de Tune» tels que a, c, d, comparés à leurs 
correspondants de l^autre, donneot une égalité telle que 

ae . be de' h'c* 

4. . 
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Il fésuUe de li que deux droites divisées homo graphique^ 
ment seiviront de bases à deux faisceaux homographiques , 
quels que soieui les sommets de ces faisceaux. 

103. la Jig. 38 généralise la Jig. 3; dans laquelle la drdite 
(M^ concourt avec bb\ cc\.,.. Cela tient à ce que» dans cette 

Jlg. 37, le point S où se coupenl les deux droites ab^ a'I)' est 
son correspondant à lui-même sur chacune d'elles. Mais il 
n'en est plus ainsi dans la fig. 38, où les droites aa' y bb\. . ., 
ne courourenl plus on un même point; c'est ce que nous 
avions déjà indiqué (99); du reste, il est facile de ramener 
celte flgureàlaprécédcnie, ce qui permettra de t/^r(/î«rjiJ«ax 
droites données sont divisées homo graphiquement^ 

Pour cela, d*uh point a de la ligne Sa (fig. 38) menons 
à Sa' la parallèle a^, sur laquelle nous .porterons a^^cfl/^ 
ay^a^c\, . .; le point a étant son correspondant à lui-même 
sur les droites «6, aj3, les lignes ^(3, cy, </d,. . . concourront 
en un point 0, si la division harmonique existe en effet, 

Cxda posé, et étant donné un point e sur l'une des droiies, 
on trouvera son correspondant e' sur l'autre droite ; il suffira 
de joindre Oe qui coupera en 6, et de mener à aa', 
du point e, une parallèle qui coupera a[b' au. point cher- 
ché tf'. 

V 

lOi. Si nous avons considéré plus de points dnns h fig, 38 
que dans la Jig. 37, c'était pour montrer que lu division ho- 
njographiquc s'étendait à un nombre indéllni de points cor- 
respondants sur chacune des droites; du reste, cotte Jig. 38 
fait voir combien de points il faut considérer, dans la divi", 
sion homographiqne de dèux droites, pour établir le rapport 
enharmonique qui leur est commun. 

Il est facile de recofinaltré qu'il sufflt pour cela de trois cou-- 
pies de points correspondants sur chaque droite^ sauf à prendre 
sur l'une d'elles un point arbitraire. 

En effet, soient a et a*, 6 et r et les points correspon- 
dants doniu's [fig- 38); meimns la parallèle «(3 à a' b' ^ et 
6' (3, c'y parallèles à jusqu'à la rcnronire de «rS, puis joi- 
gnons yc qui so couj)onl en 0. Enfin, suit d le point arbi- 
traire pris sur ab\ Od coupera a'^ en ô, Clôi/' parallèle à aa' 
déterminera d', correspondant de r/. . . 
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On obliendra donc ainsi 

Dans celle valeur on voil en effet que d, clanl pris arbilraire- 

meot» suHit pour trouver d\ 

. Ainsi se trouve résolu le problème suivant : 

ConnaÎMèant quatre points- sur itne première droite et les 
correspondants des trois premiers sur une seconde, trouver le 
correspondant du dernier. 

105. Points correspondants à Vinjini. Deax droites étant 
divisées bomographlquement aux points a, b,c,d,.m» et a', b\ 
c'f d'y .j un point de l'une a toujours son correspondant sur 
l'autre. Cherclions donc, sur la première droilo, le correspon- 
dant d'un point si lui' à l'infini sur la seconde; nous avons 
déjà inditjuô celle (jueslion (100). 

Soit donc b' celui des points de la seconde droite qui passe 
à l'infini, ot indiquons par I, au lieu de 6, le point correspon'» 
dânt. En égalant, comme on doit le faire» les expressions do 
h ^t» ^ ( Avec les mêmes expressions accentuées et obser^ 
yant que» dans ces dernières, le rapport de deux longueurs * 
infinies doit être considéré comme égal à l'unité» on obtiendra 

ac Id^a'c' ad c\ _^a' d' de a\ //V 

c5'âî""«V' âë'5ï""âV* 

Puisque les trois rapports anbarmoniques se déduisent les 
uns des autres» ces expressions donnent la mémo position pour 
le pomt I. . 

Be même» s) nous imaginons qa*un ijoint 6 de la premièré 
droite passe à Tinfini» appelons J' son correspondant sur 
la seconde» nous aurions, pour déterminer J', des expressions . 
analogues aux précédentes et qu'il serait facile d'écrire. 

Nous pouvons observer que la connaissance d'un point cor- 
respondant de i' infini, tel (jue 1, é(jui\aul à la connaissance 
de deu\ points correspoiuianis, tels (jue b elb', Enelfet, con- 
naissant a et a', c et c' avec 1 et un point arbitraire de Tutie 

des droites» une relation telle Que^-r- =^~t donnera le 

^ «uf .lc . adf 

point d\ correspondant de d. Réciproquement» trois "couplf^s 



Digitized by Google 



1 



correspondanls a, c, d et c', ^Z' détermineront le point 1 au 
moyen de la relation précédente, el l'on aura de même le 
point J'. ' 

Si de plus, dans cette relation, nous admettons que c passe 
à rinûniy on sait que d se confondra avec J', et il restera 

ld_a'y ' 

Les fonnulcs écrites ci-dessus donneront aussi 

ad_a!df çrl _ 

Quoi qu'il en soit, on voit q^ue les points 1 et J' étant donnés, 
un seul système de points correspondants a et a! sufGl pour 
trouver le correspondant d* d'un point arbitraire d, 

t06, Poinis doubles, — Jusqu'à présent les deux droites ont 
• été prises d'une manière quelconque. Supposons maintenant 
qu'elfes se confondent, c'est4i-dire que deux divisions Homo- 
{j'rapliiques distinctes soient prises sur la même droite : tout 
ce qui a été dit précédement s'applique encore ici. 

Nous preiiiirons, comme origine, un point quelconque a de 
l'une (les divisions; son correspondant sur l'autre sera a\ el 
nous représenterons, encore par 1 et J' les points correspon- 
dants de l'infini. Cela posé, on demande de trouver un point 
qui se confonde avec son correspondant d', c'est-à-dire qui 
soit à lui-^émeson correspondant sur la direction commune. 
• Dans ce cas particulier, Tune des égalité^ du * numéro pré- 

çédeDt.devient^ = j7^- Pour fixer les idées, supposons, 

comme on peut toujours le faire (90), que ad el a\ soient 
positifs; a! d et \d seront de même signe, c'est-à-dire que_^ 
a' et seront du même cùté de Alors 

adzzzay-hVdssaaf-ha'd, 

car on i)eul même supposer (90) que le point /i laisse tous les 
autres d'un même côté de la dioil**; du reste, s'il en était 
aulreinent, nous savons que les formules n'en seraient pas 
moins générales. 
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Pour fairf parlir tontes les lignes du point a, comme nous 
1 avons dit, nous écrirons, d'après les lormuies procédenteSy 

Sul)stituant ces valeurs dans le rapport ^= jQ' réduisant, 
on a réqualion 

ad — <T</(rtJ' + alj-f-fll.W— o. 

Soit O le milieu de la dislance il', il est iacile de reconnaître 
que l'on a toujours 



donc 



^ aJ'4-ûI 



ad*^ aa0.a€f+aI*aa' = o. 



Celte é(|uallon, élnnl du second degré, niur»tre (ju'il v o 
deux solutions : ces points e,f s'appellent des points doubles; 
mais il est clair qu'ils peuvent être imaginaires. Cependant, 
même dans ce cas, la somme et le produit de leurs distances 
au ^point fixe a serait toujours saO et al.açf. 

On comprend que les points doubles, comme'ies points cor* 
respondants à rinfini, comptent ctiacun pour deux points dans 
la détermination ' du rapport anharmonfque. Du reste, ces 
points doubles étant e et /, meitons-Ies h la place de c et <•', 
d et d\ dans l'expression d'un rapport anharnionique; il en 
résulte - ' 

ne be a' e b' 

d ou - ► . . . • . • 

be h' ff ae a'e 

• . • - • », 

, . • ,. , . . be b'e 

C est-a-due que la quantité , - :T7-„est constante^ quels que 

soient tes points correspondants b été'. 

107. Consiruction df^s points doubL r,.~- i/ori^:nc<i éumi ar- 
bitraire, uicllons-la au point O, milieu de IJ', et qui donne 

aOr=o Cl <il=.01=:— OJ'; 

d'ailleurs, soit 0 ,, dans lu seconde série do points. Je cou es- 
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poQdant de 0 dans le premier, l'équaiion se réduil alors à . 

ôrf'— oj'.o(y=:o, d'où *orf==t voj'.oiy. 

Ainsi, CCS poinls e,f sont à égale distance de part et d'autre 
du point O. 

Les points doubles coïncident si OC = o; alors e et /se ré- 
duisent au point 0. 

On peut concevoir encore que l'un des poinls doubles / 
aille à l'infini. Alors, la relaUon précédemment obtenue (106)» 

, , . be b f . \ be 

qui peut s écrire pr^: {iy*— consl., revient a = const. 

Cêst ce qu'on appelle le cas de deux divisions semblables. 
Pour concevoir le sens géométrique de ce cas particulier, 

prenons e pour point de départ, et imaginons que, l'une 
des droites restant fixe, l'autre tourne autour de ce point e 

d*un angle quelconque; la relation = indique que 

les droites lfb\ cd sont pnrallèles. 

Pour trouver ce point unique e, un seul couple de points 
correspondants b et b' sufûra si le rapport de proportion- 
ne 

naliié est doniié} alors, en effet, X = -77— connaître e. 

Si X n'est pas donné» il faut avoir deux autres points coi^ 
! espondants a et a' ( réf^ité 

ae be ae de , cih a'b' 

- = 77- ou bien x" = ïj~ donne tz = jri > 
ae b^ be be be b'e' 

ce qui suffit pour déterminer e. 

iy.«— Applicàtiom aux droites et aux faisceaux hoxograpuiqubs. 

108. SI l'on joint un point quelconque aux deux séries de 
points qui divisent homograpliiquement une droite donnée» 
les rayons menés aux points doubles s'appellent des rayvm 

doubles, car chacun d'eux est évidemment son correspondant 
à lui-même; ils deviennent ima^^inaires en nicme temps que 
les points doubles. 

Ainsi, il ne peut y avoir de rayons doubles (jne dans les 
faisceaux de même sommet. Il n'existe donc aucun rapport 
entre ces rayons et le rayon commun de deux faisceaux bomo- 
grapbiques qui oiit des sommets différents O etO\ 
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Ce rayon eommun est nécessairémeni unique puisqu'il ne 
peut être queja ligne 00' elle-mômè. 

109. En supposaniyde plus» que OC Ml ton homologue à , 
I ui*niéiney nous allons démontrer le théorème suiwii : - 

Si deux faisceaux hanio graphiques sont j^ktcés de manièm 
fite la droite qui joimi leurs sommets soit son homologue à 
elle-même f tes droites homohgites, de pari et d'autre, se cou- 
peront sur des points en li^m' droite [Ji^. 89 ) ( * ). 

Supposons donc qtie la li^'ne des soinmols 0 et 0' réunisse 
les directions homuiogiH'S On cl O'd', il faut prouver que ies 
points (3, y, 3,. . ., où se coupent ()/> et O'b', Oc et O'c', .... 
sont en ligne droite. £n clict, joignons ^y, qui coupe 00' 
en a; les points d ti à', où cette droite coupe Od et O'd', 
doivent coïncider iAmA j^u'lls- soiàilj^iteimin le trans- 
Tersale ^7 par deiaip rapports anbaimnf^ues^ égaux par hy- 
pothèse» et dans lesquels lefi futree points |3, 7 sont les * 
mêmes. Il est clair que cela B'<élend à un nombre indéfini de 
• droites de chaïfuefaisceau.^ 

110. Sur deux droites en division liomograjihique (//^'•. 4^) 
- soient a et a\ b ei b\ , , . des points correspondants, et joi- 
gnons nh', a'b qui se coupent en /n, je dis que ce point est sur 
une droite constante. Soit ^ le point d'intersection de ab et 
de a'b\ soit sur ab le point S correspondant à 2 et sur a>b' le 
point S' aussi correspondant à 1, il (aut prouver que ni sera 
surSS'. 

£n> effet» les points 6 et ^ peuvent être considérés comme 
les sommets de deux faisceaux homographiques terminés aux 
points ^» a^t 2» S' et b, a. S, 1, Or la droite des sommets, èb^ 
rentre dans te cas du numéro précédent, car c'est un rayon 

commun, puisque b et b' sont homologues. De plus, les rayons 
homologues bl et 6'Sse cou|u'nl en S; de même /;S' et b'2 
se coupent en S' : on voit donc, en renversant le raisoime- 
ment du numéro précédent, que les autres rajrons homolo- 
gues ba' et a'b se coupent sur SS', 

Ainsi, d'autres points, tels que if» /»»••.» r»..., seront en 
ligne droite avec fit sur SS'. 

Ce théorème est une généralisation de celui du n* 47. 

(*) Id komûtcgue «ignifie èovAvmnlt jeorrespoHdasa. 



J 

Digitized by Google 



1 



58 CBAmidi T. 

111. Soiciil O.V et OB, O'A' el O'B' deux couples de droites 
homologues dans deux faisceaux homographiques, soient m 
et n les points où se coupent les droites non bomoiogues OA 
et 0'B\ OB et O'A', jeiUs que ia droite nm paue par un point 
consiant (Jifi^i), 

Soit 0«», dans le faisceau 0» homologue de CO dans le fais* 
eeau 0'; de même» dans le foisceau (ï, soit O'o»^ homologue 
. de la droite 00' du faisceau 0; soit Q le point où se coupent 
ces deux droites, il Aul démontrer que mn passe en O. 

Pour cela, soil a IMmersection de OA el de O'A'; prenons 
aussi 0) sur O'A' et w' sur OA. D'après les construciions indi- 
quées, ces droii(îs OA et O'A' seront coupées honiographique- 
ment aux points a, m, O, r./ el a, n, ro, O'; mais, comme le 
point a est son correspondant à lui-même, on appliquera ici 
l'observation que nous avons faite au n*" 103 sur la^g. 37, 
* c'est'-à-dire que les droites mn, O» et- <ù'0' concourront en 
un même point O. 

Ce théorème étant démontré» si l'oli connaît le point on 
trouvera la droite O'C du faisceau 0% qui correspond à une 
troisième droite donnée OC dans le faisceau O. Il suffira d^ 
joindre 12 au point n' oii OC coupe OA'; celle ligne de* jonc^ 
'lion coupe OA en m', et O'C est la droite cherchée. 

Rf'riprnqufMuent, si l'on donne dans chaque faisceau les 
droites OA, UB^ OC cl O'A', O'B', O'C, on obtiendra le point 12 
à l'intersection des lignes mn et ni'u'. On pourra ainsi résoudre 
ce probiènie : étant données trois droites de chaque système 
et une quatrième do V un d'eux h iromer la droite Jufmologue 
dont l'autre tjntèmo. 

• . . ' . * • ■ * • . ... 

V.-^AprUCÀTI01|8 At] CKBCLB IT AOX GONIOVBS. 

112. D'après la mesure connue d'un angle inscrit d^ns une 
circonférence, on conclut immédia.tement le théorèmetsuivant : 

Soient pris, quatre ou plusieurs points fixes sur- une cir- 
conférence, les faisceaux obtenus en joignant ces points à 
un point veuiable sur cette circonférence sont homographi'^ 
qurs (101). 

113. Lcmnie, — Deux tangentes à un cercle étant fixes, si 
^l'o» mène plusieurs autres langenlcs» leurs parlies comprises 
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entre les* deux premières -seront vues^ du centre du cercle, 

sous des angles égaux ou suppléments l'un de l'autre. 

En effet, soient A et A' (//^^ 4-') points de contact de 
deux tangentes fixes, et m le point de contact d'une troisième 
tangente «a'; les deux droites Ca, Crt', issues du centre du cercle, 
sont perpendiculaires aux djeux droites mA, m\\ et font entre 
elles un angle a C a', supplément de l'angle A /n A', dont les 
,deux côtés sous-tend en t la corde fixe AA'. L'angle inscrit Am A' 
étant donc loi^ours égal -à un angle fixe» ou. supplémentaire de 
cet^angle» sulvjnnt la- position du point m sur là circonférence; 
lien sera de même pour l'angle aCa^. . - • 

Corollaire, — Si la corde A A' est un diamètre, Tanglc A m A' 
sera droit, et il en sera de même pour l'angle aCa', Ainsi, la • 
portion d'une tangente au cercle comprise entre deux tan- 
gentes parallèles est vue du centre sous un angle droit. 

lli. Si la li^ne i]a déciit un cerlnin anj^le, la ligne Ca' dé- 
crit donc le même angle : ainsi quatre ou plusieurs positions 
de Ca et les positions correspondantes de,Ca' forment deux 
faisceaux homographiques et même superposables quant aux 
jdirections..II o résuite qiie /et tangentes fixes sont divisées 
homographiquemieni par la tangente mobile, 

115, Ainsî^ qtiâtre portions quelconques de la tangente ihO" 
bile» marquant une certain^ division- bomographique sur la 
droite OA, marqueront la même division sur la droite OA', 
qui sera mobile elle-nièuie si l'on fait varier le point O. Alors, 
ces quatre positions de tangentes étant re||;ar(jées comme iixçs,. 
ou a le théorème suivant: 

Quatre iangcnies sont rencontrées par une oinqiiième en 
quatre points dont le rapport anharmonique reste le même, 
quelle que soit dette cinquième tangenld 

116. Si nous appelons rapport anharmonique de quatre 
points fixes celui des quatre droites menée? de ces points è 

• un point qùeiconque, tel que m sur la circonférence (112)^01 
rapport anharmonique' de quatre tangentes fixes celui * de 
leurs quatre points d'intersection par une cinquième laiif^enle 
ou même par une droite quelconq^MC, nous aurons le liiéorème 
suivant : ' 

Le rapport anharmonique de quatre tangentes à un cercle 
est égal à celui des quatre points de contact. 
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En effet [fg. 4^)» rapport anharmonique des quatre 
points a, b, c, d est celui des quatre droites menées de ces 
j)o"mls à un autre point m de la circonférence, et le rapport 
anharnîoni(iue des tan^^entes en c(»s points est celui des quatre 
points d'intersection de ces tangentes par la tangente en m. 
Soieot a, y, à ces quatre f)oints d'intersection^ leur rapport 
anharinoDique est é^l à célui des quatre rayoïls fnenés du 
centre du cercle à ces points, et, comme ces rayons sont res- 
pectivement perpendiculaires aux quatre droites qui vont du 
point m aux quatre points a, b, c, d, leur rapponrt ën|ianno-> 
nique sera égal & celui de ces quatre droites flOl), c'esvà-dire 
à celui des quatre points a, b,c,d: ainsi les deux rapports 
sont égaux. 

117. La perspective n'altère pas les rapports anliarnioniques, 
puisque toute transversale coupe un faisceau suivant un rap- 
port anharmonique constant (98). Ainsi, un plan passant par le 
sommet du cône déterminera sur le plan du cercle de base el 
sur celui d'une conique quelconque deux transversales telles» 
que les points qui y seront marqués par des droites menées du 
sommet du cône auront le même rapport anharmonique de 
part et d'autre. 

Or, comme les points des deux courbes se corréspondent, 
ainsi que les sécantes et même les tangentes, puisque deux, 
points s'y réunissent, un v»>it que les propositions de ce pa- 
ragraphe relatives aux rapports anharmoniques, c'est-à-dire 
celles des n"* 11*2, ll'i-, 115 el IIG, sont vraies pour une conique 
quelconque aussi bien que pour une circonférence. > 
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CUÂPIIRË YI. 

THÉORIB DE LlNVOLOnm. 



I. ^ PftOFBiÉTÉs QUI Btfuiissnrr L'iinroi.iiTioir. 

lis. On dit que six points en ligne droite et conjugués deux 
à deuXy a et tf^b ei b', ceic^ sont en invplutionr lorsque le 
rapport anharmonique de quatre d'entre eux, appartenani auaf 
trois rjrstèmeSf est égal à celui de leurs conjugués respectifs. 

Poar jusliOer cette définition, il faut démontrer que, si elle 
s'appli^jue, par hypothèse, à quatre points pris dans les condi- 
. tions précédentes, elle sera également vraie pour toute autre 
combinaison cuuilogne. 

Il peut exister des combinaisons de deux natures différentes 
Suivant qu'il y entre deux points accentués et deux sans 
accents, ou bien trois points sans accents avec un accentué, et 
réciproquement.. Bu resté, une combinaison quelconque four- 
nit trois équations qui correspondent à chacun des trois rap- ' 
ports anharmoniques (87), silivatit que l'on considère les 
quatre points et leurs conjugués dans .un ordre quelconque ; , 
en effet, comme deux des trôis rapports anbarinoniques dé* 
pendent du troisième (94), une seule équation entraîne les 
deux autres. * 

119. Prenons une combinaison de la première espèce, /i, 6', 
c, c et disposons d'abord ces points de la manière suivante, 
a ei b', c cl c'«si-à-dire en sorte que les. points correspon- 
dants c et i/ soient conjugués anharmpniquement. Nous avons 
donc, par hypothèse, . . 

ae , b*c ' ^ bc' 

ac' ' h' c' a! c ' bc 

Vais cette égalité peut évidemment s'écrire sous la forme 

ac bc dtf y& 
ac' * W a'c ' -pF 
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fît Ton reconnaît le rapport anharmonique. d*une combinaison 
de la seconde espèce 

aei b, e et c\ 

120. La combinaison de première espèce iicut encore pré- 
senter la disposilion suivante : a et c d'un côté» b' et d de 
l'autre, ce qui donne 

, cb' _a'b , &b 
ac' ' cif a'c ' c'c' 

• # • • 

. Ici le facteur e& qui est commun, sauf le signe» pourrait être 
supprimé; rien n*empèche donc de le remplacer par dcf, ce 
qui donne 

ab^ atif __^€fb dji ' 
a& 'TiS' c e' b' 

Or, U est &cile de constater que cette égalité peut encore 
$*écrlre de la manière suivante : 

/tft' ch' n'h c'h 
> ' ■ ' ao' * ta' a' a ' a 

Ainsi la .combinaison donnée, de première espèce, peut re-^ 
produire auissi une autre combinaison 

a ett-, b' eta',' 

également de première espèce. 

121. laissons à la coiiiliinaison de seconde espère qui peut 
s'écrire a, b, c, c' . Si nous la disposons comme il suit : 

a et 6y c et c'y 

nous obtenons 

> . - • • 

av ^ bc a'c' ^h'd 

du bien ' • 

ac b'c d c* bc? 

atf ' b*& ol c ' bc^ 

. ce qui donne la combin<;isou de seconde espèce 

a et 6', cet c'. 

En un mol, c'est Tinverse de ce qu'on a vu au n° 119. 

122. Enfin la seconde manière de disposer la combinaison 
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de seçôade espèce sera 

ce qui donne rh^poihèse 

\ ' oh ^ ch _a'b' ^c'b' 

• . . . * • 

Ici encore, remplaçant ci/. par ael^ il vient 



d'où Ton conclut 



ab aaf a'b' a! a 

ab cb a'b' c' b' 
— * • 

oo' ' ca! al a ' c' a 



On trouve ainsi le rapport anharmonlque entre les points « et <?, 
b et a! et leurs conjugués, ce qui ramène à une autre combi- 
naison également de seconde espèce. 

123. £a résumé» on voit que, étant supposée une combi'^ 
naison de nature quekonquê, on peut en conclure toute autre 
combinaison de même nature ou de nature opposée, ce qui 
démontre le théorème énoncé (118') et JujStiÛe la définition 
de l'involution. ■ 

On passe d'une combinaison A un^ autre en changeant un 
point dans son conjugué. 

II. — F0RMUI.ES FONDAMENTALES. 

124. IhSquatlon des n«* 119 et 121 donnera la formule 

• * *' * 

• ' ca.ea' c'a'. c'a ' . . • 

et Ton aura par symétrie deux formules analogues. 

125. L*équalion du n».120 revient à 

a&.cb'.ba' 'i-a'c.c'b.b'a = Of 

équation isolée, puisqu'elle est syniéirique. Ou voit qu'elle 
s'obtient en supprimant le facteur commun aa' et en tenant 
compte des signes. . • 
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fft6* On obtieiit de la mèm^^maiiière réquatlondu mf 

qui devient . ' - 

ab.a' c.b' c' + a' b' .ac' .bc=^o. 

Pour se rappeler cette formule on peut prendre a et a' et y 
ajouter b et c pour faire les premiers facteurs du premier 
lermc, dont le dernier facteur sera formé par les conjugués 
b' ei c' de h el c. Quant au second terme, il se forme encore 
en changeant les lettres non accenluces en leUres accentuées, 
el réciproquement. 

Du reste, on voit qu'il y aura deux équations symétriques 
de celle que nous voilons d'écrire. » . 

-12f7/ Nous pouvons donC écrire de la manière suivante les 
formules de l'involution c . * 

ab.ab' _ a' b'.n'b 
acac' ûV.o'c* 

ca cd c' a' .c'a 

cbTcï? db'.c'b' 

ca.d b,a' b' c' a' ,cb' fttb z=z o. 

Chacune de ces sept formules dérive, comme nous l'avons 
vu (123}, d'une liypotbèse unique sur l'égaiité.de deux rap- 
ports anhnrmoniques; réciproquement, et en renversant les 
calcul indiqués, ebaque formule reproduirait une des égalités 
de rapportis» anharmoniques.et, par conséquent, toutes les 
autres. Donc aussi, une êe ces sept formules étant admise, les 
six autres en découlent nécessairement] 

m. — IrVOLOTIOH aTENDUB A PLUS Dl SIX POIKTS. 

• • * » 

. 128* THÉoaftiis. ^ On donne six points en imolution aetd^ 
h et h*, celtes si deux autres points det d' sont eninpolution 
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wte quatre des six points, aetaf,i> et if', ils seront ùttssi en 
insolation avec le troisième couple c et &, et chacun des 
deux autres» 

En effet» rinvolation supposée des trois premiers eou- 

pies donne évidemment, au moyen de la première des for- 
mules (i) ( 127), 

ab.nh' ac.(u^ 

db' .a!b~ àc'.àc 

L'involution des deux premiers couples avec d et d' donne de 

même 

ah, ah* ad. ad' 

alb' .àb" àd' ,a'd' 

par conséquent 

ad. ad' ac.ad 
dd'.dd"^ àd.alc 

Ainsi d et d' remplacent b et b' dans la première des formules ; 
donc ces points d et d' sont en invoiution avec a et a\ c et c'. 
On vorrait de même que d et d' sont en invoiution avec b et b', 
e et c'. 

129. On peut concevoir ainsi un ^stème d'involution formé 
de tant de couples de points que l*on voudra, ces couples 
étant combinés trois à trois. 

IV. — PoniT CBHTIAL. 

130. Considérons donc quatre couples a et a' , b et b' ^ c et c', 
d et d' en invoiution trois à trois; nous aurons, en rempla- 
çant cQic' j^rdeid' dans la troisième des formules (i) (127 
la relation 

da*dd d' a' .d' a 

dSTdS d' bf .d' b' 

Si d' est à Tinfini, le second membre se réduit à l'unité; alors^ 
soit Qf au lieu de d, le conjugué de d'^ il reste 

Mais» comme on peut ( 128) remplacer a et a* ou ^ et ^ par 
c et c'y on a l'égalité double 

Oa.Oa' = 0*.05' = 0c.0e'. 

5 
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Ainsi, étaiil iloiuifs trois couples de points en im^oiation^oa 
tppelle point central le conjugué de rinûni psur rappon à ces 
points. 

181. Le poini G a une signification géométrique très-im- 
portante. Si noas décrivons des circonférences sur aaf et sur 
bb' comme diamètres^ il est clair que le point O est celui où 
Taxe radical de ces cercles coupera la droite d'Involution ; 

comme il en sera de même pour la troisième circonfcrenco 
comparée ;ni\ premières, les axes radic;iii\ des rcrrlcs pris 
deux à deux roupcnt colle droiie au même poini, c'esl-à-dire 
que ces cercles ont le m/' me axe luulicnl. 

132. Réciproquement f si trois circonférences dont les centres 
êoni en ligne droite ont même axe radical, les extrémités de 
leurs diamètres sur la ligne des centres sont en involulion. 

En effet» soient a et ^» 6 et c et les extrémités de ces 
diamètres» etO le point où la ligne des centres est coupée par 
Taxe radical coanaun. Ce point ayant même puissance pour 
les trois cercles, on aura 

Oa.Oo' =06.06' =:0c.0c'; 

d'ailleurs le point 0 est suffisamment déterminé par la seule 
égalité 

OaM^Ob.Ob^. 

Otf si le point c' n'était pas le conjugué de c pour faire une 
iovolution avec a et a', b et l/^ il y aurait un autre point c' qui 
jouirait de cette propriétés Le point centrai 0 étant donc 
connu, ainsi que nous venons de le dire» par la considération 

des deux premiers couples, on aurait 

Oii.O'a'=06.06' = Oc.Oc^; 

par conséquent 

0c.0c' = 0c.0c', 

ce qui prouve «lue c" coïncide avec c*. 

133. Autre définition de l'involiition. 

On peut donc définir l'involution de la manière suivante : 
Trois couples de points sont en involutian sur une droite» 
lorsqu'il existe sur cette droite un point d'égale puissance 
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relativemenl à chaque couple. Ce point est ie point central. 

Cette considération géométrique a l'avantage de rendre sen- 
sibles aux yeux certaines propriétés de l'involution, et nous 
allons en conclure différents théorèmes sur les circonférences* 

134. Leê circonférences déeritee sur trois segments en invo* 
lution passent toutes trois par deux mêmes points (réels on 
imaginaires). La corde commune, toujours réelle et perpendi- 
culaire à la ligne d'involution» coupe celte ligne au point 
central. 

135. Si Ton joint ces deux points aux extrémités d'un seg- 
ment diaméiraly on forme un angle 'droit; d'où résulte ce 
théorème : 

Quand trois segments en ligne droite forment une in»oiu^ 
tion, il existe deux points ( réels ou imaginaires), de chacun 
desquels on voit ces segments sous des angles droits, 

Ré( iproquement» si un angle droit tourne autour de son 

sommet fixe, les segments qu'il intercepte sur une droite don- 
née, dans (rois quelconques de ses positions, ont leurs extrémi- 
tés en involulion, 

130. Observons enfin que si trois circonlérences dont les 
centres sont en ligne droite ont même axe radical, une trans» 
versale quelconque les coupe suivant trois segments en invo^ 
lution dont le point central est sur l'axe radical commun. 

V. — Cas gêmêracx de l'involution. 

197. Les différentes dispositions que peuvent présenter six 
points en involution se ramènent donc à l'étude des positions 
relatives que peuvent avoir trois circonférences dont les 

centres sont en ligne droite. 

Si deux circonférences se coupent en deux points réels 
A et B [Jig- 44)' '3 troisième pnssern nnssi par ces mêmes 
points, comme devant avoir une cordf» commune pour axe 
radical commun avec les premières. Ainsi le point O, se trou- 
vant sur AB, sera entre a et a', h et //, c et d : donc a, ^, c, 
seront d'un côté du point 0 et af^ bf^ d de l'autre. 
On dit alors que chaque segment empiète sur les autres* 
f 3S. Supposons mainteilani que deux des trois cercles, aa^ 

5. 
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et bbf (fig. 45), soient extérieurs l'un à l'autre. 11 sera d abord 
facile de constater, en allant d'une circonférence à l'autre, 
que, dans cet intervalle a doit sp trouver un point d'égale 
puissance par rapport à toutes deux, car le point a' a une puis- 
sance nulle pour la première, et le poinl b pour la seconde. 
Ainsi le point 0 sera entre les deux cercles. 

Cela posé» comme le produit Oa.Oa' =06.06', est aussi 
égal au produit Oe.Oc' relatif à la troisième circonférence, 
on voit que Oo.Oc^ sera aussi positif; ainsi, pour la troisième 
circonférence, comme pour les deux premières, e ex d se- 
ront d'un même côté dti point 0. Supposons qu'ils soient du 
côté des points a et a\ par exemple, et admettons que la pre- 
mière circonférence soit celle qui s'écarte le plus du puini 0, 
c'est-à-dire que l'on ail Ort^Oc. L'égalité Oa.Oa' — Oc.Od 
montre que l'on aura par compensation Oc'^O/z'; par con- 
séquent le iroiiième cercle sera intérieur au premier* 

Ainsi le second cas de l'involution suppose un segment bb' 
séparé des autres par le point central, de l'autre côté duquel 
sont oa' et cd contenus Fun dans Tautre. 

139. Il ne reste plus, comme cas général, que celui ou les 
trois cercles sont les uns dans les autres (Jig, 4^)* points 
se suivent alors dans un ordre inverse, tel que a, b, c et v' , 
b', a', 

11 est clair que le point central est extérieur au svslème des 
trois cercles, car s'il était dans l'intérieur, même du plus 
grand, l'axe radical commun couperait ce cercle, ce qui n'ar- 
rive que pour des circonférences sécantes. 

VI. — Cas PARTICLLUULS. 

140. Si les circonférences sont tangentes, le point de con- 
tact est évidemment le point central qui donne alors une puis» 
sance nulle; donc rinvolution disparaît dans ce cas. 

141. Voyons ce qui arrive quand une circonférence se ré- 
duit à un point. La fig. 44 donne point de cas particulier, 
car b et b' éiani de part et d'autre du point 0, s'ils se con- 
fondent, on a 0^ = o et la puissance est encore nulle. 

14.2. Mais, dans la Jig. 4^, si les points c et c' se réunissent 
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143. Dans celle même Jig. US, au lieu de réunir c et c^, si 
l'on réunit 6 et ^ en e {fg, 4B), on a 

Oa. Oa' = Oc.Oc' = Ôê! 

iik. Enfin, si ces deux réunions se font à la fois {fg, 49)» ^1 
reste 

Ofl.Oa' = ()ê'= Ô/.' 
Alors il est clair que 

0/= — 0*^, ou Oe-HO/=o. 

145. Dans la Jig. ^6, si c et c' coïncidciu, ou a la Jig, 5o qui 
duuiie 

Dans cette/g^i 46» comme le cercle W enveloppe le cercle 
c€^f les deux points 6 et 6" ne peuvent pas coïncider en un point 
différent de celui où se réunissent c et Or, dans le cas où 
ce!» points coïncideraient, il est clair qu'il n'y aurait plus d'in- 
volution. 

VII. — POUITS DOUILIS. 

146. On appelle points doubles des points tels que dont 
chacun représente une circonférence réduite à son centre, 
ainsi qu'on vient de le voir* Chaque point double remplace 
donc deux points en Involutiun. 

Considérons surtout la Jig, 49 > ^^^ns laquelle ces deux 
points e eif suffisent avec a et a' pour constituer l'invo 
lution. D'après Tégalité 

Oa.Oa'=Ô«' = 0/', 

on a reconnu (144) que 0 était le milieu de efi donc (26) 
ies points doubla divisent harmoniquement le segment 
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donné au! , Ainsi 

*'Ai eof 

fa -fS' 

On voit que Or cl O/soiil les deux valeurs "ài s\) a a! . 
\insi les points doubles seront imaginaires si le point 0 esl 

eompris entre a et a' ^Jig* 44)» ^^^^ fië' 4^ 4^ 
ronl réels. 

147. Dans les Jig» 47» 4^ 5o les poiots doubles e,f sont 
relatifs à deux segments à la fois. Du reste, on vérifierait sur 
chacun d'eux, ou même sur un plus grand nombre, l'obser» 
vallon suivante que l'on peut foire sur la Jîg, 49 ' 

Étant donné un segment, en dehon duquel est le point 
central^ Vun des points doubles est entre les extrémités du 
segment. Vautre en dehors et du côté opposé au point 
central, 

14-8. Il esl facile de reconnaître iri les points doul)lcs, tels 
que nous les avons considérés aux. n"* lOti et 107. Les points 
que nous y avons indiqués, ainsi que dans le n** 105, par les 
lettres I et J', se confondent en 0. 

Si ces points doubles coïncidaient, 11 n*y aurait pas d'Invo- 
luUon, car 11 en résulterait 

Oe = 0a = o. 

149. Soient m* et bl/ deux segments d*une in^olution 

dont e et f sont 1rs points doubles, ce couple e et f fait lui- 
même une involution avec les couples a et b', a' et b, ainsi 
qu'avec les couples a et a', b et b'. 

En effet, les points ^ el/ divisant iiarmoniquement les deux 
segments donnés ( 146), on pourra écrire (95) 

(le a'e 

et aussi 

///• bf 

b'e'be" • ' * 

d'où 

ae . «V b'f ^ bf 
nf'u'f i/e'be^ 

ce qui montre que les points aei^, e ct/sont en égalité de 
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rapport anharmonique avec les points ^ et 6^ / et 0» coosi* 
dérés comme leurs eoiijugoés. On reconnaît ici les points e, / 
du n* 84. 

Vlil. — FàISCBAUX Blf UfYOLOTlON. 

^ 150. On appelle faisceau en involutiom celui qui est formé 
par des droites partant d'un même point et aboutissant à des 
couples de points en involuiion sur une transversale. 

Cunsidérons six flroiies en invointion, A et A', B et B% 
C et C; d'après les lonnules (i) de l'invululion (127), el celles 
des faisceaux hoiuographiques (101), on a la relation 

sin (A, B).$in( A, B') sin(A^ B^).sin(AS B) 
sin( A, C).sin( A, C ) sin(A', C).sln(A', C)' 

il est clair qu*on pourrait transformer ainsi toutes les foi^ 
mules du iil et que chacune entraînerait toutes les autres. 

151. L'é^llté précédente peut encore se mettre sous la 
forme 

sin(A, B).sin(A, B^) __ sin(A , C) . sin ( A, JC^) 
sin( A', B' ) . sin( A', B) sin( A', C ) ibin ( A', C )* 

On volt alors que l'on peut poser 

sin (A, B).sin ( A, li' ) . ^ 

sin(A, B'}.sin(V, B)"" ' 

cette quantité X étant constante, quelles que soient les droites 

conjuguées B et B' que l'on prenne sur le faisceau. 

152. Observons (jue, dans le faisceau, rien ne correspond 
au point central. En effet, les points d'égale puissance relative- 
ment à <M't <^/', el // où une transversale coupe un faisceau 
iiomographique, ne sont en ligne droite que si ces transver- » 
sales sont parallèles. 

1)u n** 135 on conclut le corollaire suivant : 
Quand trois angles droits ont le même soïnmet, leurs six 
côtés forment un faisceau dUnvolution; et aussi, dans un fais- 
ceau de six droites en involution, si deux droites sont per~ 
pendiculaîres à leurs conjuguées respectives, les deux auires 
droites conjuguées sont aussi perpendiculaires. 

153. On appelle rayons doubles ceux (jui passent par les 
points doubles. On pourra donc avoir un faisceau complet 
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d'involulion composé de cinq droiies ou même de quatre, au 
lieu de six (146). Soient £, F ces rayons doubles, si Ton 



ea en' 



change dans réquaiion^=: — ^ du n° 14G, les lignes en 
sinus, eomme on a ftU au n* 101» on a 

sin(E, A) _ sin(E, A^) 
9in(F, A)"" 8in(F, A')* 

16%. RajroHi conjugués perpendiculaires* — Une transver- 
sale coupe un faisceau d'involution en des points conjugués 
tels que, si Ton décrit des circonférences sur les segments 

qui les réunissent deux à deux, ces segments étant pris comme 
diamètres, toutes ces circonférences ont le même axe radi- 
cal (131). Construisons la circonférence passant par le sommet 
du faisceau et ayant ce même axe radical commun avec une 
quelconque des autres (81). D'après la construction, la trans- 
versale sera toujours un diamètre de cette circonférence qui 
contiendra le sommet; donc on obtiendra un angle droit en 
joignant ce sommet aux extrémités de ce diamStre* Ainsi dans 
un faisceau tTinvolution H existe toujours deux rayons con^ 
jugués perpendiculaires, P et P'. 

Dans ce cas, sln(P', B) = cos(P, B). Donc, dans la formule 
du n° 151, remplaçons A et A' par P ei P', il reste 

iang(P,B).tang(P,B') = >, 

cette quantité X étant constante. 

IX. — ^ Faisceaux db quatre ou plusibuib plans. 

155. Si l'on représente par A, G, D quatre plans passant 
par une même droite, le rapport anharmonigue de ces plans 

sera déOni, comme pour un faisceau rectiligne (101), par l'ex- 

. sin(A, C) sin(R, C) , . _ 
pression . ), ' : . ,. S les sinus se rapportant ici aux 

sin (A, D) sin [\\, D) "^"^ 
angles dièdres de ces plans. 

On ramènera les angles dièdres ù des angles recliligne«s en 
menant un plan perpendiculaire à l'intersection des plans. 

156. Si quatre pians passent par une même droite, un plan 
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îmnMvenal lté coupe suivant des droites dont le rapport on- 
harmonique est comtant et égal à celui de ces plans. 

En effet» deux plans quelconques coupent ces plans suivant 
les droites a, y, d et oc'* (3% L'intersection de ces 
plans contiendra, sur les quatre plans donnés, les intersec- 
tions de ces droites qui seront les points a, A, c, d dont le rap- 
port sera à la lois relui des droites a, (3, y, o el a', (3', 7', 6'; 
donc ce rapport sera le même pour un plan transversal quel- 
conque. 

Maintenant, comme le plan perpendiculaire à rinterseciion 
des quatre plans détermine sur ces plans des droites dont le 
rapport enharmonique est celui que l'on considère (1&5)> le 
tliéorème est démontré* 

157. Quatre plans passant par ùna même droite sont coupés 
par une transversale quelconqs^e en quatre points qui ont le 
même rapport anharmonique que ces quatre points. 

En effet, un plan quclconiiue passant par cette transversale 
coupera les plans suivant des droites dont le rapport anhar- 
monique sera celui des points indiqués, ce qui ramènera ce 
théorème au précèdent. 

Ce théorème permet d'étendre à des plans parallèles la défl- 
nition du rapport anharmonique de quatre plans. En effet, si 
la droHe commune étaHà i'infkii, les plans parallèles auraient 
encore un rapport anharmonêquo^qui serait celui de leurs 
points de rencontre avec une transversale quelconque, 

158. Plans en involution. — Si par une même droite et par 
six points en involutlon on fait passer des plans, on aura six 
plans en involntion. 

On peut de même concevoir un nombre quelconque de 
plans en involulioo; aux points doubles correspondent des 
plans doubles* 
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APPLICATIONS DE LlNVOLDTiÛN. 



1. — Constructions. 

159. Comme deux segments sufflsent pour déiermincr le 
point central de trois ou de plusieurs segments en involotion» 
on trouvera ce point central par la construction de l'axe radi- 
cal (72). Cette construction s'étend même au cas où il y a un 
point double, c'est-à-dlrc où l'un des segments est nul (75). 

Connaissant ainsi le point ccniiul d'uno involution oi un sf^'- 
nient fjuolroïKiup aa', on a vu (1V6) coniiniMil une r<uislruclion 
de moyenne proponionncUCy au moyen de la Tormulc 

0e = dzs/0a7Ôâ', 

donnera les points doiihlcs e vif. 

160. Étant donnés ciu(j points d'un43 involution a et a\ b cl 
et pu trouve le sixième point c' par une quatrième pro- 
portionnelle au moyen de la formule 

Ouf = — > 

Oc . 

puisque les preniicrs segments déterminent le point ceulral O. 
11 est évident que l'on résout ainsi le problème : 

Connaissant cinq rajrons d'un faisceau d'invoiuiion, trouver 
le sixième* 

Voir tine autre solution (166). 

161. Étant donnés sur une droite deux couples de sef;nients 
aa', hb' et W, BB', on demande un segment ce' qui soi l en 
involution avec chacun de ces couples. 

i*ar un point arl)ilrairo (1, menons deux circonférences dont 
la première passe en a et «\ la seconde en b ei b' ; elles se 
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couperont en un autre point G' : par le niomo point G menons 
encore deux circonférences qui passent l'une en A- et A% 
l'autre en B et B' ; elles se couperont encore en un point 6*. 
La circonférence passant aux trois points G, G', déter- 
minera sur la droite d'involotion le segment demandé c&. 

En effet, soit o le point où GG' coupe cette droite d'involu- 
lioii, les égalités 

oa,oa' = o{j,o(i' et ob.ob' ^oG.o(j\ 

donnent 

c*est-iHdire que 6 est le point d*égale puissance pour les seg* 
ments oo'» Donc aussi 

oa.od =i oh . oh* = oc • oc'» 

puisque c et c/, 6 et G' sont sur une même circonférence. 

De même GG' coupera la droite au point 0 d'égale puis- 
sance pour AA' etBB', ce qui donnera encore 

OA.OA' rr: OB.OB' =r Oc.Oc'. 

Le segment cd est donc celui que l'on demandait. H se réduit 

à un point double si la circonférence GG'G" louche la droite 
donnée; si elle ne la rencontre pas, ce segment est imaginaire. 
Si les points m et M et IS où se coupent les circonféreiires 
qui ont pour diamètre aa! et hb\ A\' et HB', sont tous réels, il 
est clair qu'une même circonférence passe par ces quatre points 
et coupe la droite en r et c'. En eflett puisque o et 0 sont les 
milieux de mai et de MN, on a 

ont = oa.oa* = ob,ob* = oc.oc\ 
et 

OM' = OA.0A' = OB.0B'=;Oe.0c?'. , 

Le point o étant le pied de l'axe radical des circonférences 
ad et ce', de même que 0 est le pied de Taxe radical entre 
les circonférences AA' et rc'» on voit que l'on résout ainsi le 
problème suivant : 
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Construirtf un crrclc qui <iil un axe tadical donné' m'ec une 
circonférence donnée,, et un autre cuce radical donné avec une 
autre eirconférenee égaUment donnée^ cet axei étant pond" 
lèieg. 

163. Il peut se faire qu'un segment, tel que ao', se réduise k 
un seul point a; alors la circonférence passant par le point 6 
est tangente en a è la droite. 

Si les quatre segments se réduisent ainsi à (|uatre points a, 
b. A, B, les points cherrhés c et c' divisent Itarniotiiquement 
les distances ab et AB. Pour le vérifier, soient o et 0 les mi- 
lieux de ab et Afi, on aura par l'iavolution» 

— j — t 

oc.oc' =^oa^ Oc.Oc' = OA» 

et CCS formules sont justement celles que l'on a trouvées pour 
les points qui divisent harmoniquement ab et AB (26). 

Ainsi quand deux points divisent harmoniquement deux 
segments sur une droite, ces trois segments sont en im olution. 

On obtient donc par la construction précédente (161) la so- 
lution du problème déjà indiqué (26): 

Trouver deux points qui divisent harmoniquement deux 
segments en ligne droite. 

Mais il vaut mieux (n'^Si et 149) décrire un cercle ayant 
pour centre un point suffisamment éloigné de l'axe radical des 
circonférences qui ont ab et AB pour diamètres, et ayant pour 
rayon la tangente menée de ce point aux circonférences. Cette 
nouvelle circonférence coupe la droite aux points e et /, iden- 
tiques avec c et c'. 

11. — InVOLUTION dams L£ TaUNGLB* 

163. Si l'on joint un point quelconque aux sommets d'un 
triangle y toute transversale coupera ces lignes de jonction et les 
côtés du triangle suivant six points en involution {Jig. 5i, 
5?., 53). 

SoitD le point joint aux sommets du triangle ABC. La trans- 
versale coupe les lignes de jonction DA, DB, I)C aux points 
a', b\ c' et les côtés BC» AC» AB aux points a, c, conju* 
gués avec les premiers. 

Considérons un triangle» tel que DaV^ ayant pour sommet 
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le point D, et pour base une portion ^if de la transversale. 
Nous le couperons par le e6té AC, et nous sommes guidés 

dans le choix de ce côté parce que Da' passe en A el De' en C. 
11 en résulte (2) 

DA. a'6.c'C = DC.ii'A.</6. 

De même, le triangle lia! h' coupé par le côté AB donne l'é- 
«alité 

DB. a'A.&'c = DA.a'c.^'B, 

et le triangle D^V/, coupé par le côté BC, donne enfin 

DC.c'a.6'B = DB.c'G.6'a. 

Multipliant ces trois équations et supprimant les facteurs 
communs, il reste 

a'b.b' ce' c' b,b' a.a'Cf 

ce qui revient i Téquation (a) (1S7). Ainsi le produit des 
segments qui n*ont aucun sommet commun est égal au pro^ 
duit des trois autres. 

164-, Le théorème subsiste lorsque le point D va à l'infini, 
auquel cas les droites DA, DB, DC sont parallèles; on a donc 
le corollaire suivant : 

Des sommets d'un triangle si l'on mène des parallèles dans 
une direction quelconque^ toute transversale coupe ces parai-" 
ièles et les côtés du triangle suivant six points en involution. 

m. <<- IrVOLUTIOH BA1I8 LB QOASULATftBB. 

165. Lne transversale coupe les côlês opposés d'un quadri- 
latère, ainsi que les diagonales, suivant des points conjugués 
en involution* 

La démonstration vient d'être faite (163) sur les fig. 5i, 52 
et 53, relativement au quadrilatère ABCD, dont une transver- 
sale coupe les côtés BC et AD en a et cf^ les côtés AB et DG en • 
c et et les diagonales BD et AG en 6^ et 6 : il reste seule- 
ment à voir en quoi ces trois figures diffèrent. 

Dans la fig. 5i, la transversale coupe les diagonales dans 
l'intérieur du quadrilatère^ ce qui donne aux points en invo- 
lution la même disposition que dans la ^g* 46* 
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Dans la //^^ 5i, les deux diagonales sont cou|iées en dehors 
du quadrilatère, ce qui ramène à la disposition de la Jig, 45* 
. Bnfln, dans la fig, 53, l'une des diagonales eti coupée à 
l'intérieur du quadrilatère et l'autre à l'extérieur. On trouve 
ainsi la Jig. 44- 

Dans ces trois Jîg. 5i, Sa, 53, nous avons supposé le quadri- 
latère convexe : celan'clait pas nécessaire; mais eela sul'liraii, 
comme on l'a vu, pour retrouver les trois cas généraux de 
l'involulion. 

166. Oo trouve ainsi un nouveau mojen de construire le 
sixième point d'une involution. 

Étant donnés sur une droite les points a, 6, c, a', si l'on 
demande le point c', conjugué de c, il faut mener, du point 
quelconque A, les droites A a', kh,kc\ conduire par le point 1/ 
une droite quelconque qui coupe A a' en D et A r en B, joindre 
<iB qui coupe kh en C, et enfin tirer DC qui rencontre la 
droite donnée au point cherclu' c' . 

Si l'on décrit des circonférences sur aa' , hh\ ce' comme dia- 
mètres, on sait qu'elles ont le même axe radical; donc elles 
se coupent dans le cas de la^^. 53. C'est ce cas qui se pré* 
sente pour un parallélogramme. 

167. 4^1 Von joint un point quelconque aux six sommets 
d'un quadrilatère complet, on a un faisceau d'involulion 

{fis- 54). 

Soit ABCD le quadrilatère donné, E et F ses deux sommets 

supplémentaires, et 0 le point donne : on voit, d'après ce qui 
précède (lOo), que le quadrilalèr(; OABF et ses diagonales AB, 
OF sont coupés en involulion par la transversale DC, et l'on 
voit quelles sont les droites conjuguées dans le faisceau ainsi 
formé. 

168. Le point 0 peut être à l'infini, ce qui donne six tiroites 
parallèles : il en résulte que les projections des six sommets 
sur une droite quelconque sont en tnvolution. 

Si le point O (Jig, 54) est un des points d'intersection des 
circonférences décrites sur les diagonales AC, BD comme dia- 
mètres, les droites menées de ce point à ciiaque couple de 
sommets opposés seront recianj^ulaires; donc les deux au- 
tres droites OE, OF de rinvi)kuion seront aussi rectangu- 
laires (152, 2** copoUaire). On a donc ce théorème : ies trois 
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cirL'OnJéiLiiLt;6 (jui ont pour did.niilri'S les (liui^onalcs J un (jiia- 
drilatère ont deux mêmes points d intersection. Leurs centres 
étant ainsi on ligne droite» on voit que les milieux des trois 
diagonales d*un quadriiatère complet sont en ligne droite. 

rV. — InTOLUTIOII dans le CBBCLB BT LBS GOHIQ17B8, 

169. \a perspective n'altérant pas les rapports anbarmoni- 
ques desquels dépend Tinvolution, on verra, comme au n* 177, 
que six points en involution sur le plan du cercle correspond 
dent à six points en involution sur celui de la conique. 

Il en résulte aussi qu*«n faisceau d'imolution sur le plan 
du cercle correspond à un faisceau dinvolution sur le plan 
de la conique. 

En elTel, menons par le soninid du cùno un plan quel- 
conque qui coupera le faisceau du rerrlc suivant six points 
en involuUon, il coupera aussi le faisceau de la conique sui- 
vant six points en involutlon. 

170. Théorème de Desargues. 

Étant donné un quadrilatère inscrit dans un cercle ou une 
conique, une tranmfersah quelconque coupe la courbe et les 
côtés opposés du quadrilatère misant six points conjugués en 
involution [fif;. 55). 

Soit AliCD le quadrilatère dont les côtes AD et BC, AB et DC 
sont coupés, en a et b et b\ par la transversale qui ren- 
contre la circonférence du cercle en c et c'. Un théorème 
connu donne 

« * 

ac.ad = aK,ali et a'c.o'c' = a'B.a'C, 

d'où 

ac.ad « A . D 

alc.ald ~ o'B.o'C' 

Soit F le point où concourent AD et BC, et considérons le 
triangle Faa' coupé successivement par les d^ux autres côtés 
AB ei DC; Le premier donpe 

FA .â^.o' B = Ih.alb.aK^ 

et le second 

FD.a^'.a'€ = FC.û'6'.aD. 
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Multipliant, el observant que 

FA.FD = FB.FC» 

il reste 
ou bien 

«A.aD ab.ab' 

par conséquent 

ac,ad ab.ab' 

ce qui établit l'involution (127). 

171. Si Ton prend pour conique l'ensemble des diago* 
nales AC» DB, on retrouve le théorème sur le quadrilatère (165) • 
Aussi Mlent et if les points où la transversale coupe les dia- 
gonales» dd* est en involution avec et oa', ou bien avec ctf 
et hhf. 

Si AD dégénère en tangente (Jig. 55), on voit que les six 
points déterminés par une transversale sur une conique, sur 
deux côtés d'un triangle inscrit, enfin sur le troisième côté et 
la tangente an sonimtl opjKjsr, sont en involution. 

172. Si Irois droites partant d'un même point coupent une 
circonférence ou une conique, les six points ainsi obtenus 
forment un faisceau d'involution qu€Md on les jointàjun point 
quelconque de la courbe (fig. 56), 

Les sécantes partant du point 0 déterminent sur la circon- 
férence les points a et a', 6 et c et c'; soit m un point de 
la courbe, il faut montrer quë le rapport anharmonique de ma, 
mb, me, nie' esl le même que celui de ma\ mb' , me' , me, 

La droite Om coupe la circonfértMire en m' ; les faisceaux ma, 
mb, me, me' et m'a, m'b, m'a, m'c' , aboutissant aux mêmes 
points, donnent les mêmes angles inscrits, et par suite le 
même rapport anharmonique. Mais les droites m'a et maf, 
m'b et mhff m'c et me', mV et me se coupent deux à deux, 
sur la polaire du point O, par rapport à la circonférence (61). 
Donc cette polaire étant une sécante commune au faisceau mfa^ 
mlbf m'c et mV que nous venons de considérer et au fols- 
ceau ma!, mb', md , me, ils ont le même rapport anharmo- 
nique. Or, le premier faisceau a aussi, comme nous l'avons 
vu, le même rapport anharmonique que ma, mb, me, me'; il 
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tù es! donc de mime pour le second» ce qvA démontra la prp^ , 
position. 

Réciproquement, s'il y a involution, les trois sécantes con- 
courront en un même point. 

173. Soil Oaa' (Jig, 5; ) une quelconque (les sécantes, el ma, 
ma' les rayons correspondants du faisceau m. Joignons ce 
point m aux extréinilcs A el A' du diamètre (10; il est clair 
que les droites m A, m A' seront les rayons conjugués perpen- 
diculaires du faisceau m(154>). Alors 

tang Ama. tang Amo'ss consu, 
ce qui revient à 

tang- ACa.tang ^ AGo'ss const. 
a a 

Pour connaître la valeur de celle constante^ il faut mener la 
tangente Oï; on obtient 

« 

tang ^ OCa. tang ^ OCo^ s= tang> i OCT, 

et d*ailleiurs 

. f^r-T 1 — cosOCT OC— R OA 
tang' - OCT = TqriSÏÔCT = OC^^li = ÔA' ' 

Enfin, il est clair que l'angle AA'a est la moitié de AGa ou 
de OCa; de même kAfe^ est la moitié de OCo' : menons au 

diamètre AA' la perpendiculaire a'F, qui coupe A'a en E; on 
voit que 

tang j OCa = tang - OCa' = jyp, 

ce qui donne 

EF.g'F OA 

(Il est clair que ce numéro ne se rapporte qu'au cercle.) 
iT4. Lemme, — Un quadrilatère étant circonscrit au cercle 

6 



* . 
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OU à une conique, les diagonales qui joignent les côtés op^ 
posés concourent au même point que les droites qui joignent 
. les points opposés de contact {Jîf^> 58). 

Des deux points 0 et A, menons à une circonférence des 
couples de tangentes, qui formeroni le quadrilatère aaa'a', 
ayant pour points de contact i', i et g, g'. Or, polaire de A, 
et gg*, polaire de 0, concourent au pôle P de AO; de plus» les 
droites et t'j»' concourent en un point fi, situé sur AO (corol- 
laire du n*63): par conséquent, ce point H, où se réunissent i^, 
polaire de eti'g, polaire de a, est le pôle de aa^* Il en résuite 
quecra' passe au pôle P de la droite AO, qui contient le pointH. 

On verrait de même que a'a passe en P, Nous retrouverons 
ce théorème n* 396. 

175. Si de trois points en lîgjne droite on mène des couples 
de tangentes à une circonférence ou à une conique, ces tan^ 
génies déterminent, sur une autre tangente quelconque, sijf 
points en insolation (Jig. Sg). 

Du point 0, 011 la droite des points donnés A, B, G coupe 
la tangente donnée OM à la circonférence, menons l'autre 
tangente OM', qui coupe les tangentes indiquées aux points at 
et a', 3 ot (i', y et y'. Il suffit de prouver que les i)oinLs a, b, 
f, c' ont les mêmes rapports anliarmoniques que leurs conju- 
. gués a', b\ c'y c. Or le rapport anharmoniriue des points a, b, 
c, où quatre tangentes sont rencontrées par une cin- 
quième OM, est io même que celui des points a, y, /, où ces 
quatre mêmes tangentes sont rencontrées par une nouvelle 
tangente quelconque OM' (115). Mais aussi les droites aaf, p6^, 
yc^, y' c passent par le même point P, qui est le pôle de la droite 
ABC (17 V); donc le rapport anharmonique des points a, j3, y, y' 
est le même que celui des points a', b', c', c, ce qui dé- 
moniie le tliéorème demandé. 

176. Soient D et IV {Jig. fio) les points où la i;mgcnie quel- 
conque M à la circonfércnrc est coupée par deux tangentes 
parallèles ED, E'D', qui i (Mifonticni les tan},X'ntes \a ri Aa' 
en F et F' : on sait (corollaire du n° 113) que l'angle DOD' est 
droit. Donc ces lignes OD, OD' sont les rayons rectangulaires 
de rinvolutlon (15i), ce qui donne 

tang 1)0 a . tang DO a' = const. 
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Soil KAK' parallèle aux tangenies, et cherchons à rapporter 
les sommets des aogles au point A., 
Extérieurement au triangle OaB, 

angle 0Da' = D0ii + 0aD. 

De même, extérieuremcni au triangle ¥aJ), 

angle FJ>af = OTa + FaD ; 

imis FD^' est double de ODa' et FaD double de OaDs donc 
Bha esi double de DOa. Ainsi 

DOa = lKAa. 

Ensuite, l'angle Oa'D, extérieur au triangle Oa'iy, donnera 

0«'D = 01Kfl'4-D'0û'; 
de même, Tangle FVD, extérieur au triangle F'a'IV, donnera 

Mais 

0«'D= i Fa'l), OD'a'= i F'D'a'; 

donc 

D'Oa' = il)'Fa'. 

Du reste 

puisque DOD' est droit. Mais nous avons Irouvé 

D'Oa' = ^D'Fa' = -KA«'; 

or 
et 



1 

ce qui montre que 



^KAa' = 9o — Ik'Ao.', 



DOtf'=iK'A«'. 



G. 
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On aura donc 

tang ^ K A a . tang ^ k' A a' = const.> 

C*esi-à-dire que : 

Si. (Je chaque point d'une droite, on mène deux tangentes 
ù un cercle, le produit des tangentes trigonométriques deÉ 
demi-angles qu 'elles font avec la droite est constant. 

Les deux angles doivent élre comptés de manière que, 
quand les deux tangentes deviennent parallèles à la droite AK, 
Tun d'eux soit nul et Tautre égal à i8o degrés. 

V. — PaïKcm Di coirrniorrft. 

177. Comme c'est ici la place d'un ihéorème sur l'involution 
dans trois coniques, nous allons énoncer des à présonl un 
principe fécond établi par M. Poncclel, cl qui, non-seulenifMil 
nous servira à démontrer le iliéorème dont il s*agit» mais nous 
sera souvent utile dans le courant de cel ouvrage. 

La construction d'une flgure peut présenter diverses cir- 
constances, tout aussi générales les unes que les autres. Par 
exemple, deux coniques sur un même plan peuvent avoir 
quatre points communs, deux points seulement, ou n'avoir 
aucun point commun; on voit qu'il ne faut pas confondre ces 
cas généraux avec des cas particuliers, tels que ceux des con- 
tacts entre les coniques. 

Cela posé, si l'on demande de démonlrcr sur une figure un 
théorème dont l'énoncé ne se rapporte pas plus à un cas gé- 
néral qu'à un autre, le mieux serait sans doute de trouver 
une démonstration qui, elle aussi, s'appliquât indifféremment 
à tous les cas généraux. Mais quelquefois cela devient très- 
diflicile, et l'on éprouve au contraire ui^grand avantage à pro- 
fiter des dispositions spéciales de la flgure dans un des cas 
généraux; voici, d'après cela, l'énoncé du principe de eonr- 
tinuité : 

Si V énoncé d'un théorème ne se rattache pas à un des cas 
généraux de la Jigure, la proposition qui aura été démontrée 
pour un de ces cas sera vraie aussi pour les autres. 

Maintenant, voici comment on peut concevoir la vérité de 
ce principe. 
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irnaginons, comme on peut toujours le faire, que la ques- 
tion ail éie traitée par l'analyse pure; puisque l'énoncé ne so 
rattache pas à ujji, 4es cas généraux» les équatioas» établies 
d;^piç^'^j^]>c^èse.qiii'3efl de basé au tliéorème, ne s*y rat- 
, Uçl^^jll |i|lS; 1)091 jplus4 Or ees équations, me fois posées, 
conduiront nécesçji^w^onl pti la seule, puissance de l'anaiyse 
i r^quaiion ÛDal0,qu|i e8|i'o^pfesslbn du UiéoiMot et oii les 
doiinées de la question seponienebre aussi générales. On peut 
donc toujours comprendre que l'on parvienne à ce théorème 
aulrenicul que par rartilice, (pii consiste à considérer un des 
ras ^'(Miciaux ; sculeiiuînl cr't arlilice a l'avanla^M* de conduirtî 
au résultai linal en es liant une analyse toujours possible, 
mais qu^que£gi& âii péai^le, qu!^Q .se(aii-.p4»î^ufi impraii- 

178. Pc*ur éclairclr ce qui précède, nous allons appliquer 
ce principe 4 un théorème d^ k Sturm et qui génén^Bse celui 
de D{^gues(17(l) ; . : ^ - ^ . 



Qiii;^$roi9 coniques passent par qwi^ mi^^ifi^iniê, un0 
tramvenalé les coupe suivant six poiniê^ mè^H^éimiion^ 

En effet, imaginons par les points A, B, C, D {Jig. 55) une 
seconde conique sur laquelle la transversale délerminc le seg- 
ment ee' . Nous verrons, par un raisonnement déjà em- 
ployé (171), (|ue te' est en involution avec aa' et (W ; donc 
aussi (128) ee' est en involution en ce' et dd'. De même une 
troisième conique, coupée par la transversale suivant un seg- 
ment ff'f donnera jQT' en involution avec ce' et dd\; par con- 
séq^ueniff' sera en InToluiion avec ee^ et ocf, 

il en semli de même pour toutes les coniques passant aux 
mêmes points A, B, C et D. 

Ce théorème s'étend, pour le principe de continuité, aux 
cas où deux des points communs, ou même tous les quatre, 
seraient imaginaires. Comme les coniques sont toujours réelles, 
on n'a pas à craindre que les é(jualions de condition néces- 
saires pour exprimer que deux coniques ont quatre points 
^ conmiuns présentent jamais des symboles imaginaires, si pé- 
^ nibles d'ailleurs qu'elles soient à obtenir. Cela tient à ce que 
les coordonnées, même imaginaires, des points communs, 
derront se disposer de manière à ne laisser dans ces équations 
que leur somme ou leur produit. 
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179. On a vu (82) que ies polaires d'un point de Vaxé ra- 
dical, prises relativement à ces deux eereies, se coupent sur un 
point de cet axe. Mais, pour démontrer ce IhéorÀme, on a 
supposé que l'axe radical rencontrail les cercles en deux points 
réels; le principe de continuité fiill voir qu'il en serait de 
même si ces deux points étaient ima^naires. 

180. Dans les exemples précédents, ce principe a été utile 
pour passer des points réels aux points imaginaires, il peut 
servir, au contraire, à passer des points imaginaires aux points 
réels; en voici un exemple : 

Deux coniques étant données sur un même plan, il existe 
généralement dans l'espace un point tel que, si l'on prend ce 
point pour sommet eomtnun de deux cônes apaiil ces coniques 
pour bases f un même plan donnera dans ces cônes des sections 
circulaires* 

En effet, un cône étant déterminé par sa base, qu6 nous 

supposerons dans le plan des xy, et par les trois coordonnées 
■de son sommet, la direction des sections circulaires est dé- 
terminée, saul à présenter une double solution. Donc 

aX'i-bjr^CX^s l, 

étant l'équation d'un plan parallèle à l'un des systèmes de ces 
sections, il existe trois relations entre les constantes de l'é- 
quation de la base, les coordonnées x',y, i' du sommet et les 
coefûcients a, 6, c« 

Un second cône ayant môme sommet et même direction 
de base circulaire donnera trois autres relations : il y aura 
donc six équations entre les six inconnues a, h, c et s^, x\ m'; 
le problème peut donc, comme nous l'avons dit, être géné- 
ralement résolu. 

Il en résulte qu'une foule de théorèmes, établis sur deux 
cercles dans un tntnie plan, s'éietuiront par la perspective à 
deux coniques sur un nicme plan. 

Cependant, d'après les indications précédentes, il est pos- 
sible que le plan des sections circulaires ou le sommet lui- 
même du cône deviennent imaginaires, auquel cas ce que nous 
avons dit est illusoire. C'est aussi ce qui a lieu si les co- 
niques données se coupent en quatre points réels, au lieu 
d'avoir seulement deux points communs» ou même de n'avoir 
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aucun point commun; cela lient à ce que deux cercles, 
n'ayant jamais quatre points réels communs, ne peuvent don- 
ner comme porspeclive deux coniques jouissant de cette pro- 
priété. 

Néanmoins on doit admettre, par le principe de continuité, 
que les lliéorèmes démontrés par la perspective sont encore 
vrais, même quand les coniques ont quatre points communs 
réels. 

181. Nous aurons souvent à appliquer ce principe dans les 
circonstances suivantes» 

On sait que le cercle engendre une conique quelconque au 
moyen de la perspective, mais quMl engendre seulement une 
ellipse au moyen des projections, c'est-à-dire quand le cône 
dégénère en cylindre. Cependant, comme Teilipse est un ea$ 
général des sections coniques, un théorème dont l'énoncé ne 
se rapportera pas plus à une conifiue (|u'à un aulro ])onrra se 
trouver démontré, nu moyen des projections, sur ICciualion 
générale j' = 2^x H- ^x'. Observant encore que l'analyse pure 
conduirait au mémo résultat, on verra que le ttiéoréme sera 
vrai, quel que soit le signe de q et pour le cas particulier de 
la parabole o\kg=zo. 

On peut aussi passer de relllpsë, qui a pour équation cen- 

traie "jî H" 'jî = ' > à i'byperbole représentée par ^ — s= i ; il 

suffit de changer 6» en — A». 

182. Cependant, il faut éviter les fausses applirallons (|uc 
r<Mi [Kjurrait faire de ce j)rinripe. Ainsi, on sait que les asym- 
ptotes dans l'hyperbole et les diamèlies conjugués égaux dans 

l'ellipse sont représentés par les équations j = zb ~ 

Or, comme les parallélogrammes construits sur un système 
de diamètres conjugués dans l'hyperbole ont leurs sommets 
sur les asymptotes, on pourrait croire qu'il en serait de même 
pour les diamètres égaux de l'ellipse; cependant il n'en est 
rien. Cela tient à ce que, si l'on change^* en — b\ les équations 

des a^rmptotes deviennent dz-x ^ — i ; donc l'analogie 
avec les diamètres égaux était illusoire. 
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L ^ DÉniimom* 

183. Une figure peut loujoui:^ être considérée comme fois 
mée par des rayons vecteurs menés à chactm de ses points, 
par un point fixe quelconque. 

Sur chacune de ces directions, si Ton prend un rayon vec- 
teur qui spit au premier dans un rapport coostaînt, on forme 
ainsi une figure homoihétique de la première. 

Ce rapport constant s'appelle rapport de simililudc, et le 
point fixe, centre de similitude. 

Une figure osi semblable à une autre (juand on peut la faire 
coïncider avec une troisième figure liomotbétique à la pre- 
mière. 

• 184. Pour retrouver la définition de la géométrie élémen- 
taire, il suffit de faire voir que deux polygones homoibétiques 
ont les angles égaux et les cdiés proportionnels : soient donc 
if S' ^0 afty, o'^V oc'l^'y' deux polygones homotbétlques 
ayant O pour centre de similitude, les triangles Oab et Oâf b^, 
Obd et 06' c', etc., qui sont semblables deux à deux comme 
ayant des angles coninuins compris entre entes proporiionnels, 
montrent que ab csl parallèle à a" b' , bv à b' c', et ainsi de suite ; 
donc l'angle abc=za'b'c', et les autres angles sont égaux de 
part et d'autre. 

Les mêmes triangles montrent que le rapiK>rt de similitude 

Ob ab bc 

06' ~ ôT' ~" 6V* 

d'où résulte que les rolés homologues sont entre eux dans le 
rapport constant rie similitude. 
Cela fait voir aussi que deux figures peuvent être homoilié- 
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tiqaes dans une infiniié de positions difrérentes. En d'autres 
termes, ' étant donnée une fl^re quelconque et son rapport 
de similitude avec une autre qui doit lui être liomothétiquey 
si l'on prend pour^^^i|«tie de similitude un point placé arbl^ 
trairement par ra^i^ittrt è la première figure, il sera loujourS 
facile de construire la seconde dans celle posiiion. 

185. Supposons que deux angles égaux de ces figures coïn- 
cident, ce qui fail que le sonrimei devenu commun esl le 
centre de similitude, nous allons en conclure, dans un poly- 
gone de n côlésy le nombr^, de conditions nécessaires pour la 
similitude. 

Imaginons donc que lefnoljBÔtte yV^V • < . se déplace jus- 
qu'à ce que le sommet a' vienne en a, et que la direction 
se confonde avec a/; les polygones étant bomotbétiques par 
hypothèse, 4if V ptjendn la direciioft deab^^fif celle de oc» et 
ainsi de suite. On aura donc, à partir du centre a de similitude, 
la suite de rapports égaux < ■'^ ' 

. -If? ab ac , ay rf^**"' . 
ab' <ui' "* a'f 

Mais les sommets du polygone (a étani mis à part)> c'est-è* 
dire 6, c, . . . , y , sont en noiîdlre n — i , donc ces rapports, qui 

sont aussi en nombre n — i, sont réunis par n — 2 équations 
de condition. 

Du reste, on a toujours pu poser la direction qui donne y' sur 
celle qui donne y parmi ces n — 1 sommets; mais les coïnci- 
dences des n — 2 autres direciiona forment encore n — a conn 
dit ions de similitude; en tout a» — 4« 

Si de plus on donne le rapport r de shnilitude, cela fait eif- 
core une condition» et II reste an — 3 conditions à satisfaire. 
SI rs= ly les polygones sont égaux; il y a donc ai» — 3 con^ 
4liiiont d'égalité, 

- » 

II. — TlHGBNTIS HOMOLOOUaa BAHS LIS FIGUaU BOKOTHÉTIQIIES. 

186. Une courbe peut toujours être considérée comme un 
polygone infinitésimal; donc les directions actofcf {Jig, 61) 
repiHêsenteront celles de deux tangentes à des points homo- 
logues. Par conséquent» dam deux courbes homothétiqueSf les 
tangentes en des points kùmohgues sont paralièles. 



• 
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.187. Cependant, il peut arriver que deux tangentes en des 
points homologues coïncident au lieu d'être parallèles. Ainsi, 
imaginons que les directions ay et a' / se réunissent, avec 
les deux directions Oda et Oyy\ on volt que les deux taiw 
gentes ay et a' y' passeront au centre 0 de similitude. 

S'il ne s'agissait que de polygones, cela serait un cas parti- 
culier; mais, rclalivemeiu à deux courbes homulhcliques, il 
n'eu est plus de ui^'iiie, Ci»r le cas où, d'un point donni* O, on 
peut mener une langenle ay à une courbe donnéi; esl aussi 
général que celui où cette tangente est imaginaire. On a donc 
ce théorème : les tangentes communes à deux courbes homo* 
thé tiques passent par le centre de similitude* . 

III. — Gbhteis dubcts bt uitbisis db suiiutuob. 

188. Deux polygpnes ou deux courbes homothétiques ayant 
des centres de figure , ont un second centre de similitude 
[fig. 61 ). 

On sait qu'on appelle centre d'une figure un point tel» que 
toute droite, nommée diamètre^ qui y passe et se termine de 
pari et d'autre à la figure, se trouve à ce point divisée en deux 

parties égales. Ainsi, soit C le centre du polygone abcx. .., 
on a, par exemple, rtC = Ca, ^C = C[3, ce (jui montre que les 
trianj^les aCh, aC[3 sont égaux, et ({uc ab^cc^ sont égaux et 
parallèles. Par conséquent, dans un polygone à centre les côtés 
sont deux à deux égaux et parallèles, 

11 en résulte que, dans une courbe à centre, les tangentes 
menées aux extrémités d'un diamètre sont parallèles* 

Une figure abea. . . ayant un centre €, il est évident que 
toute figure a'b^&a, homothétique à la première, aura aussi 
un centre d on verra aussi facilement que € et sont 
en ligne droite avec le centre de similitude 0, et que toute 
ligue droite, telle que act de l'une des ligures, a dans l'autre 
figure une lioniolugue telle que a' a', paralièie et dans le rap- 
port de similitude. 

Cela posé, soit 0' le point où aa' coupe la droite OCC'« les 

O'C 

triangles aCO', oc'C O' montrent que rrm = r, en indiquant 
par rie rapport de similîtudcj par conséquent les droites telles 
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que 6|3', cy',. . couperont aussi CC ;ui même point. Ainsi, 
tandis que le point O est le centre direct ou externe de simi- 
litude» le point Q't centre inverse ou interne de similitude, 
ne se trouve que dans les figures homotbétiques douées de 
centre. 

189. On reconnaît» d'après, ce qui précède» que les deux 
centres de figure et les deux centres de similitude sont sur 
une même ligne droite. On a vu aussi que les deux centres de 
similitude donnaient le même rapport r. On aura donc 

_ OC _ OX 
'"■"OC'^C'O'* 

ce qui montre que les centres de similitude divisent harmo^ 
niquement la droite des centres de Jigure, 

190. Théorèmes sur trois figures homotbétiques. 

1* Les centres externes de similitude sont en ligne droite^ 
s> Et, s'il y a des centres de figure , deux des centres in^ 
ternes de similitude sont en ligne droite avec le troisième 
externe {Jig, 62 ). 

Soient aa..., a! a! . . .yd' ol" . . . trois figures homolholiqucs, 
C, C, C" trois points liomologuos, el X, >/, )/' trois longueurs 
sur ces figures, qui ont E, E', E" pour centres externes, et I, 
r, \" pour centres internes de similitude. Menons CK paral- 
lèle à C'G% qui passera au point £, puisque G' et C sont ho- 
mologues» et soit K le point où CK coupe les triangles 
semblables EG'E'» KGB'' donnent 

eE_ ^ 

CK ~ X' 

Soit El le point où coupe EE''» on a 

CK _ CE. 
CE ""CE»' 

Multipliant ces proportions, on obtient 

CE_)/ CE. 
CE"" >* C"E.' 

Mais aussi 

C'E^A"' 
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il reste donc 
ou bien • 



C'est précisément le rapport qu'on doit avoir pour le point E' : 

donc El coïncide avec E'. 

On démontrera de même lasecondi^ |)arlie delà proposition, 
pourvu (pi'on admette ijue les poiiiis C, C, C soient les cen- 
tres de lijj'ures des trois courbes, parce que les droites qui 
joignent ces centres de ligure passent par les centres internes 
de similitude. 

On connprend qu'il ne s'agit pas seulement ici de polygones, 
mais de figures homothétiques quelconques» et notamment de 
trois cercles sur un plan. 

lY. — CfiiMRES DE SIMILITUDE DE DEUX CERCLIS. 

191. Il est clair que deux cercles sont toujours deux figures 
homothétiques; soient 0 et 0^ leurs centres [fig, 63). Pour 
trouver leurs centres de similitude, menons deux rayons pa- 
rallèles a06, a'0'6'; si nous joignons deux rayons comptés 
dans le môme sens, la droite aa! cou|)era la ligne des centres 
au point S de siniilitude externe, ainsi (jue bb' . 

De même ab' et a'b passeront au centre S' de similitude in- 
terne. 

En eCfet» les triangles semblables Oa'S, OVS donnent 

OS _ n 

d'où 

22!— înS! 

de même 

00^ _ R — R' 
OS R * 
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v_x; CE. 

P"" X *C"E,' 

X _ CE. 
V CE. ' 
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Ainsi le poiot S esi constaDt» et les mêmes triangles donnent 

Sa _ R 
Sa' — R'* 

ce qui rnrnriérise un centre d'bomothétie. 
De mèmey 

O.S' = -00'.j^, 0S' = 00'.^, 

et S' est lè second centre de similitude. 
' 192. On retrouve ici le problème connu des tangentes com* 
munes à deux courbes; deux d'entre eHes ou même toutes 
les quatre pourraient être imaginaires, mais les centres de si- 
militude n'en seraient pas moins réels, d'après la consiruction 
précédente. 

Si les circonférf ncps sont ôgalos, le centre externe est à 
l'infini, et le centre interne au milieu de la ligne 00'; du reste, 
cela résulte des formules précédentes. 

Si les circonférences sont tangentes, le point de contact est 
un centre interne quand les cercles sont extérieurs, et«xteme 
quand ils sont intérieurs. 

193. Toute droite panant par un centre de similitude coupe 
les eireonfirences sous les mêmes an^es, c'est-à-dire que 

SaO^Sa'C» SaO = Sa'0'; 

cela est évident d'après la déflnition des figures homothéti- 
ques; mais aussi les triangles Oaa, (yafaf élant isocèles, tous 
leurs angles aigus sont égaux. 

194. Par conséquent les droites Oa, OV étant prolongées, 
concourent au centre G d*un centre tangent en a et a! aux 
cercles donnés. 

En effet, les angles aigus en a et a' étant égaux, le triangle 
Caa est isocèle et semblable aux triangles 0<7 a, O' a' a'. 

195. Aux points « et a menons à la circonférence O des 
tangentes qui concourent en M; de même, aux points a' et a! 
menons à la circonférence O' des tangentes qui concourent 
en IT, ces secondes tangentes seront respectivement parallèles 
aux premières. 
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En effet, nM et a' M' sont parallèles comme perpendiculaires 
à deux droites parallèles Oa eiO'a!; de même «M et a'M! se- 
ront parallèles. 

Ainsi les triangles isocèles aUa^afM'e^ sont semblables 
entre eux; de même le triangle SMV est semblable à SMa; Il 
en résulte que SM et SM' sont dan» le rapport de similitude. 
Par conséquent aussi ces deux points M et M' sont en ligne 
droite avec un centre de similitude. 0onc» enûn, ces points M 
et M' sont homologues. 

19G. La ligne des centres coupe les circonférences en quatre 
points d et d, d' et à\ qui sont en involution avec les centres 
de similitude, 

£n effet, 

d'où 

Sd,Sè _ 
Sd'.Sè' ~ R'«' 

de même 

S^/.S'^ R« 

d'où 

Sd.Sè _ S'd.Wè 
Sd'.89''W3rSr¥* 

ce qui d(''monire la proposition ( 127 ), si l'on observe que, 
dans tous les ras possibles, les deux nombres de cetlc égalité 
sont de même si^ne. 

197. Toutes les propric ios démontrées sur la Jig. 63 s'ap- 
pliquent, en effet, à toutes les ])osiiions relatives de deux 
cercles. Sur cette figure même il faut appliquer au point S' 
tout ce qu'on dit sur le point S: enfin, il faut imaginer a' (y 
et aO prolongés jusqu'à leur rencontre, qui serait, comme le 
point G, le centre d'un cercle tangent aux cercles 0 et 0' en 
deux points a' et a; seulement ce nouveau cercle embrasserait 
les cercles donnés. 

Une droite passant en S' dniiiie deux cercles nrialofjtucs à 
M cl M'; chacun a. aver () cl O', un contact inléricur d'un 
coté, extérieur de l'aulrc. 



* 
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198. Considérons une sccanle quelconque parlant de l'un 
des centres de simililude des deux cercles qu'elle coupe, nous 
savons (jifon appelle fioniologiies ceux des points d'iiilersec- 
lion avec chaque cercle, dont les dislances au centre de simi- 
litude sont entre elles dans lo rapport de similitude» c'est-à- 
dire dans celui des rayons des cercles; les autres s'appellent 
anti'Âomohgues. 

AliHff'^^. 63 et 64 )> a et 0^, fit et a' sont des points faomo- 
lopmmfét^ Mt a et a? sont des points anti-homologues : ob- 
servo^ cependant qu'il y a des points anti-homologues inté- 
rieurs et d'autres extérieurs. 

Considérons, par exemple {^^.6/\), les points anti-homo- 
logues intérieurs a et a', ^ et ^' ; on sait que 

^ — 5!. 

mais 

S<I.S« = S5*— R> (69), 

donc 

^ , . R-(SQ'— R») 
Oû .ba = — 2 — _ f . 

H 

Par conséquent 

on trouvera la même expression — ^9 pour 

Sa'.Sû = Sp'.S6, 

rclulivemenl aux points extérieurs. 

199. Unedeceséj^alités, telle (juc Sa.S^f' ==S;3.SA' (/^. a{ ) 
fait voir, d'après un théorème élémentaire, que quatre points 
anti-homologues sont sur une même circonférence. On voit 
môme, d'après ce qui précède, que deux de ces points peuvent 
être intérieurs et les deux autres extérieurs, puisque l'on aura 
les égalités 
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V.— 



PROPRIÉTfiS RBLATiVSS A h* AIE BàDICàL. 



200. Par conséquent» soii A le point de concours des droites 
qui réunissent aei^,af et b' ; puisque ces quatre points sont 

sur une même circonférence, on aura 



il en résulte que ce point A a la même puissance relativement 
aux circonférences 0 et O'; ainsi deux cordeê anti-homolo- 
gues se coupent sur taxe radical [fig, 64)* 

De même ah et o'P'» ba et ^ et «'^ se coupent deux 
à deux sur Taxe radical. 

Si les rayons Sa, S 6 se rapprochent Indéfiniment, les cordes 
anli-homologues aj3 et a! h' deviennent infiniment petites : 
donc, les tangentes en deux points an ti- homologues se cou^ 
peut sur taxe radical. 

201. Soient / et /' lespoiiusdc coni.u t d'une tangente com- 
mune passant en S, et ){ le point où elle est coupée par l'axe 
radical : ce point ayant même puissance par rapport aux deux 
cercles, les disuinces B/ et hi' sont égales, c'est-à-dire que 
Y axe radical passe au milieu de la distance des points de 
contact» De plus, comme les polaires du point S, relativement 
aux deux cercles, sont les perpendiculaires menées de t et de 
t' sur 00', on voit que Pave radical est à é^ale distance des 
polaires au centre de similitude. On ferait le même raisonne- 
ment pour l'autre rentre de similitude S'. 

Ce théorème s'étendrait par le principe de ronlinuité aux 
cas où deux ou quatre tangentes communes sont imaginaires. 

302. D'un point de l'axe radical de deux cercles, si ton 
mène deux transversales passant respectivement par les pôles 
de cet axe dans les deux cercles, les droites gui joignent les 
points où ces transversales coupent les circonférences passent 
à un centre de similitude (fig. 65), 

Soit p le pôle de l'axe radical AP relativement au cercle O, 
ei />' ce pôle relaiivemcnt au cercle 0', on aura, puisque AP 
est la polaire de 



ka.A^sszAaf.Ab', 



m A 
mp 



n\ 



np 



d'où 



mp 



m \ . 71 A 



mp . np 
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Soient a et h !os ^xt^émilé9 du (liaiûèlre siiué sur la ligue 
• cks ccQircs, OQla revient à * • * • . ' 



mA Am.A/i 



> • \ 



donc, cointne • 



. m/A ' , Am'.AV- 



V' * À/».A/i= Am'.A/i', 



< . ••• . - • ' \' ' . • • 

paisquc A/e^'sor |*axe r^idicaU H lèsie , .. ^ , 

• ■ mA :m'\^^ / p'a'..p'b:^ ^ • • 

Soll S'Ie point 911 i»l'4n ccmpe 00'/l£ triangle App' di>liQe 

avec çeU(î. transversale (2) ' *• " 1 



égalité d'où l'on tire . .-î"s t. 



et l'on a enfin • 



. . ^fi..'. y.:pa^pb, . .. ... 

^uanlilé ronslnnle. • * ' ' • 

Il y a donc deux positions du pointas ( mais il (este.à jinoiifer 
çOe»Oé sont lês.Ventros de smiililudc. ' * . 

' Dli poiot pied de l'a^^ radical 00'/ sf Don inène de< 
langenttf^ 'aox.eercl^vOn^Wi ainsi Ità'^hireaijlipyM'fi d# , 
Taxe rAdlcul dans ces deux 'cèrdes ! dt^'^^ê ^aim:4ielpr«ia* 
éu^ cfonsfd^vérâ^aptfttie des cas partlcvIieÂ.das'^^Hpite» indi- 
quées ; il sûCfft de,8tipp&ser )ci>Dfhi-4^ ^'inÂifi'Mr^ ndl^ 
cal. ^fais les tangentes en h ei h' concoureni en P sur eel ùxf»: 
donc (200y, ces points h et h' sont onli-homologncs, et le 
point S, où. M' concourt avec mm' et^Afi-asv ^ (;€ntre de* 
^imililudc. ' • r/ ^ ; ' / 



**. 203. tetfôù» de fàxe,imdicait Hlâiivemeni^à chai^fiê ^ç^r- ^ 
' éle, divisent hàiuatoniqiemeM Héténoe^^es ceulTei.tfc <mih* 

• En* effet, considérons îe qiradrilàiérè •mm' «i»'; les droites 

\«i' /n el n' n se coupent en S, ol les droites /7i'« et n' m on S\ 
d*après le nunuTo précédent. Tout se ramène donc aux tliéo- 

•rème^ connus du second cbnpilre sur le quadrilatère complet. 

\ *T^04. Soil A Cfig, 66) un point de l'axe radical AP de deux 

. cercles 0 et Qf^ iotu, concourent ku» tàn^tes eii'.d£iu( P^io^j» 
anti^moioçues II et.jf«' ^20Q). ... . •..• .* • 

• OQ»'trouvé(m) • • . ..^ -, • 

' . ,SO/w = SO m. AP, * - 

' ees deux 4emtèi^ tin^j^ j^jn J^tiH cAtés peqlQndictdairesf 
Mi^uite * • : . • ' •••**•' 

r'L .. , . 0'0>x=iiAP. • ^ • / . . . 
t>j|^siç>oiii \ • . '•.•• •;•!. 

'. V^Mti 4ié fbéprSme i»rôpQsé; jeoncours général .de 

BMKénittîqâèft éîélBeii^^ : ooiw donnons-le dé- 

moasptflion da)ii^lbiiçr.pHxC/g'-67).« : • . * • . 
'ftMit'doméBUiatix cardes .0 «t'O^^ si.d'^ JK^inV^ de run 

on mène au^^ntres de skniliuide S et S' deii droites qui cou- ' 

pent l'autre circonft'rence aux poinls <^/ela< b el |>; i" la droite 
ùt^ passe par ie centre O ; i° \ik ù\vi\^ ab çoM^ 1^ ii^ne des 
*çenires on un point c<>n>i iiii /i. ... ^« •' 

i<'.Uat^.Ov sont parallèles ^OaVp^rvI^ii^^iJ^i^d^^il^^ 

el inv<&rse>i!aiw3Aa ligiiq, aO ? est • - ^ : - * 

v>?f ftà^pl^ ^âi|fr«i|^?ï>^f,«iA iiifig^oies aux cercles. Ç 




- . ÇefiTfif^ jBjr siaïUTUDB ^Oy u'HOHOTHtTIB, OQ 

^ , s l . r V . ,« 

. paralfôlcs c^omrne perpendiculaires aux rayons homologues 
Ofl, iy Mais le triangle a'Ca' est isocèle, puisque Ca' ei 
Crt' soni les tangentes au même cercle, donc aussi Art = A«' 
■ ei le point \ est sur l'axe radical. 

Soit A, le point où se coupent les tangentes en b et en a', et 
^menons en b' la tangente qui rencontre au point B la tangente 
. en «' : les triangles ^ A, a',* a' B b' sont semblables comme a>ant 
le^ angles en a' égaux parce qu'ils sont opposés au sommet, 
m ayant aussi b\, et b'h parallèles comrpe perpcndiculairesi à 
âes rayons Qb, Ob' qiiivsont homologues, parce que bb' passe 
en S'. Mais Ba' = B A' ; donc aussi A, 6 = A, a', et le point A, 
est encore sur l'axe radical : or, ces deux points A et A. soni à 
la fois sur Taxe radical et sur la tangente en a', donc ils coïn- 
cident. 

Par conséquent l'-axe radical est le lieu des pùles des.droitcs 
telles que ab : donc ces droites doivent passer par le pôle p de, 
Taxe radical relativement a la circonférence 0. 

VI.— Supplément a la théorie dbs polaires ( / oj. Cdap. III). 

206. Droites et poipts conjufrués, 

.'^Qn appelle points conjugués par rapport au cercle deux 

points tels, que la polaire^ de l'un passe par l'autre: cette pro- 
•.priélé est évidemment réciproque. • ^. 

:.0n voit que deux poinls cônjugués sont conjufrnés /inmto- 
. niques relativement aux deux points d'iniei section (réels ou * 

Imaginaires) de la circonférence par la droite sur laquelle sont 
.pris ces deux points. 

De môme, on dit que deux droites f»oni conjuguées relaiive- 
meni h un cercle quand le pôle de l'une se trouve sur l'autre. 
Donc, d'après la définition du faisceau harmonique et les théo- 
rèmes sur les polaires (61 ei suiv.), deux droites conjuguées 
entï-e elles sont conjuguées harmoniques relativement aux 
deux langentes au cercle (réelles ou imaginaires) menées par 
leur point de concours. 

207. Deux poinls conjugués et" «' étant conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux points A et A' où la droite aa' 

. coupe la circonféronce. soitOle milieu de AB, on aura (26) 



. Ment b el ^\ <- el doux aulros coupfps de poluts. conjii- . 

'^bés, on aura «ncore les ê^lUés OA r= 0* . 06' = Oc. Oc^; . 

"ps^reonsèqtièni ù^is ceuples de points conjuguésy pris sunme^ 
. trféme'dwiteifo'nnenî une,iHPoltti{^^ dis six points ^oni 4eo 

points 'doubles soM les deux points tTînterseciton éit cercle par . 

la droite, ' ' ' * . ' • . . ^ 
' •^08. Quatre points en ligné droité onVleur rapport, ahhar^ 

'mcnique égal à celui de leurs polairet, • 

«En effet, qualrc points ft, d ont leur rapport nnliarmo- 
niqiie égal h coluide leurs coLjuf^ut^s a'\ h' , c'y d\ car ces points 

..formeiU deux divisions hdniographiques, puisqu'ils consliluent 

""une iQVolinlon (207). t3r ces; points conjugués sont sur les 
t><»b(^es desl]ûatre )i.ôltil^â, ^, ir, à, d'après U définition luème 

' de? poims corijugiit«';' ei* ces polàiicès passeni çar -un.in0.mè . 
point, puisque rt, 6, <?, 4-senl sur unp .même ligne ^roUe: Par 
ronséquem he rapport anharmenîque'îlé ces poînifeTf ^V, c*^ 

• est à la fois égal à celui des-polffts';^?, "a* à'têlul dé 
.leurs polaires : donc ces-derniers soiu égaux. S . 

-209. Ou en conclulque trois couples dt- droites ronjugucrs, 
meàies par un même points forment un faisceau de six droites 
' ai in^aliitionf'dont'leê deux tarons doubles ^çnt les tangentes 
àU cffrcki.mmUespi^çttp6int. Ce thjîorè.me in^er^e du n" 207 
-lîenl à nuei^lj». pôinU coiiugués a,.6, c,;<^ ai u\ b', f^,d'.- 
' ètanjl sWla m8»e droH^, tos.farsceauY de leurs pokiîDes'pafi^ 

• sent én lin même iioltit. . * • • •. - v ' '\ : . 

■ ^10. Quadrilatère circonscrit (iil«0l«ltf.-TReveOOQ8Mlf^l79 
et à la.^g^. 58 qui s'y rapporte. * 

Un quadrilatère étant circonscrit à un cercle, les diago^ 
na^tt qui joignent les sommets opposés concourent au même 
pdhf 'qaè' les droites.qui Joignent les-poin^s opposés de conr 

• '3Koi»U*KÏseritoito4ci l'énoncé de ce théorème, mais la dé- 

• mon^wUoB.eii ayimi'élé dQ»n<5e (4WH-nou8 ne la répéterons 
pas. Seulement» cotamc rten n'etige i|uc le wdrilaièré.en 

• question i^oii convexè, les quali» tao^ntes ^igk ptAnla jW , -g, 
' S iftg' ^^ornieront irelV quadcUat*res dméccith» j^uiymii 
. que l'on considérera, una d'elle» -çdmme opposée â cl^ttimiie^ 

defi Ui)i6 autres. ^ « : *. ; . • * . ' 



•f 



* • • CBMTRÏS DE SlHIilTUDE OU D HOMOTOÊTIE. 

• 

- NousQvoiîs déjà considéré comme opposées (174.) les lan- 

• génies en i el en T, eiu^ el en g\ ce qui a donné le point l* où 
concourenl/r aigg'y point correspondani au qiiadrilalcrc 
•..Considérons ensuite la tangente en / comme opposée à ia 
tangente en g' : les droites ig\ i' g donnent 11 pour point de 
concours, et les tangentes opposées a A. et Oa, Ose' el \a 
forment le quadrilatère a' AaO dont les diagonales OA el aa' 
passent aussi en H. * ' 

Enfin la tangente en i étant opposée à la tangente en g, les 
droites ig, i'g' donnmu le point de concours K, en dehors des. 
limites de la figure. Alors les tangentes opposées a'A clOa, 
Aa el Oa' forment le quadrilatère Oa'aA dont les diagonales 
OA el a'x passent en K. 

211. Dans un quadrilatère circonscrit à un cercle, le point 
de rencontre des deux diagonales est le pôle de la droite qui 
joint le point de cçnooUrs des côtés opposés. 

' 'On a vu, dans le couranl de la démonsiralion du théorème 
précédent (.174.), que P était le pcMe de la drolic AO qui réunit 
les points de concours A et 0 des côtés opposés a' a' et(?à,rt^' 
el aa' du quadrilatère aa'aoc'. 

Pe même H sera le pùle de la droite aa\ el K celui de la 
droite a' à. 

212. Quand un quadrilatère vst circonscrit à un cercle, les 
tleux-diagonaleS et la droite qui joint les points de concours 
des côtés opposés forment un triangle dont chatpœ sommet 
a pour pàlaire le côté opposé {Jig. 58). 

En effet, relativement au quadrilatère ««'a'a ffui a pour 
diagonales gg' el dans lequel la droite AU réunit les points 
de concotirs des côtés .opposés, on a vu (17^^) que A était le 
jf)ôle de il* et 0 celui de par suite P est aussi la pôle de 
'AO, c^ qui démontre le théorème. 

Il en serait de même pour Jes antres quadrilatères. Il suit de 
là que les deux diagonales «vont deux droites conjuguées par 
rapport au cercle (20(5). 

• 213. Quadrilatère inscrit au cercle. ' 
Quand un quadrilatère . est inscrit au cercle, l/?s points de 

concours des tangentes en ses sommets opposés^ et les points de 
concours de ses côtés opposés, sont quatre points en ligne dwite 
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Kn elTel, on a vu, à la fin du n° "210, que la droite OA qui * 
réunit les points de roncours des tangentes aux points ^ et " - 
i et i' et qui passe déjà (174) au point U où concourent les 
ciblés opposés ig* et i' passe aussi au fK>int K. 0Ù3e joigaeni' 
l^-aiHres côtés opposés % et g^/'. 

Dcf niéme pour les aijtlrès^iH'tttb.iMisoni éè sommets opp<isés» 
Iè9 pbims a, P» cé, H Boni Kgaé'di#ife, attisé que les pbiûts ' 

214. Dans un quadrilatère inscrit au cercle, le point Je • . 
concours des deux diagonales est le pôle de la droùe qui . 
^oint les points de concours des côtés opposés {/fg* 58). 

Nous avons vu (174), relativement au quadHljjflèrc circon- 
pcrit aa^af€^ que le potot P oU concourent les lignes iV^ ggl qpt 
joign'ent les points de contact des côtés, opposés,* «ài)e pôl^ de 
là drbhe AO» qui réunit lès points' dci conoours 'de ces.côCés 
opppsés. Itfals nous satoni aùss! (21^) que ceite^drpile. AO 
'CoTnôldè avec HK; c*est4-d]re avec la droite qui réanit les 
points de concours des côtés opposés dans le quadi ilalcre In- 
scrit dont / et i\ goig^ sont les soniji^iels opposés. De même fl 
est le pôle de l*K et K cejui de lll*. . * ' . . 

215. Qûaiid un quadrili^fère esi^ inserii^ eefelèi U poin^ * 
dé ireneonfr^^^i-éeux éiagôtuUd^t lêi points dk commun des 
sôiék opposés sont irdis points thnt ehacfsn i pourpoldiri (m 
droitè qui jvintJeS deux' ivitMS {Jig. *. '» y.' 

'Dans le trianjile IIPK nous venons déjà de constater que P-, 
où concourent les diagonales du quadrilatère dônt / ei ge\, ' 
g' sont les sommets opposés, est le pôle de la droite Uk : mais 
^ous avons vu aussi ('211) que H éiait le pôle de aaf et K 
celui de a'a. Or nous avons déiifiontré (213] que oc a' coïncide 
avec PK et a'a avëc PH, donc letbéorèiDe eslrrdë^Biomré peur 
leltiangle PBK qui est le même pour Wti9>is combiiiâsons 
^4e sommets ,<»ppo8é8. 

• li récite de là que les points-de cpQCdttrs^ei côtés opposés 
'd^un quadrilatère' inscrit sont 'deux polat^^ii/ugu^x par rap**. 

puri au cercle ( 200 ),«••' - ' " * ' * • ' ' 

• 21G. Enfin il est évident par la perspective, que tout ce qui 
a ^té démABUéypour Le cercler dftH^ ce § VI» slapplique aussi 
« mieeoiilque quelconque. « . - ' *, 
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CEMTR£S BE SIMILITUDE 0\] 1)'nOMOTBÉTIE. IC>3 

*VIi. — Quadrilatère circonscrit a deux cercles.. 

217. La circonff^rence qui a pour diamètre la distance des 
centres de deux cercles passe par les sommets du quadrila- 
tère circor^sçrit à ces cercles. . ' 

SoicHl c et C les •centres de ce^ deux'èorçies, S el S' leurs 
centres de sîmilitudCj /, ie^ sommets du quadrilatère 

ripconscril; la droite c/t est bissectrice de l'angle S/iS' et Ch 
est bissecirire du Supplément de cet angle ;.donc l'anj^lè r/iC 
est droity et la circonférence qui a Ce pour dianièlre passe en // ;. 
il «jg^ora'cte même pour les autres sommets. 

âI8. ( fiavune des droites <lui joi^ent, perpendiculairement 
^ la li<^ne.des ceritrèSf les sommets du qu(uirilatère circonscrit 
à deux' cercles j est la polaire, dans ces deux cercles, du pied 
. de fautre droite sur la ligne des centres {Jig. 08). 

Comme rien n'exige que le quadrilatère circonscrit igl» li 
soit considère comnie convexe, on peut prendre Itg ei il» , hl, 
et /gf pour les Qotés opposes; alors ili ei gli, perpendicu^ 
laires à cC au\^oi/ils et/, sont les diagéiiales de cequadrila- 
tère. Cela posé, appliquons le* théorème du n" '1\'2 ; on-voit que. 
la droite qui joint les points' de concours S et S' des sommets • 
opposés forme avec les diagonales un triangle, dont ef est., 
un côté, le sommjît opposé à èf étant à l'inlini, puisque •/// 
el gfA* sont parallèles. Alors, d'après le théorème indi(|u(^.. 
l'un des autres sommets, tel que e, sera lu polaire du coté . 
opposé dont la direction est fk. Mais il faut bien observer 
que fk est la. polaire de e relativement aux deux cercles c 
et C, puisque le <juadrilatèfe lest également circonscrit à cha- 
Ciin de ces deux ce^'cles. De même eh est la polaire de / par 
rap^)ort aux deux qercles. 

219. Puisque ili qui coupe Ce en e est polaire de/ relative- 
ment au cercle C, les points e,f divisent har*moni(|uenienl le 
diamètre de C; on verrait de même qu'ils divisent harnioni- 
quement le diamètre de c: Par conséquent, ces points e, / 
i/ig. 68) sont les mêmes que les poipts indiqués aussi par e, f , 
i/ig, 35) dans le n" 8V. Donc, ici encore, le' pied de l'axe radi- 
cal est au milieu de la distance de ces deux points. 
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■ ' I. — .TjlÉORÈMBS SUJl TE0|8 CnCtis. . ' 

•9S0. Quand trois cercles ont le même axe radical, les po- 
laires d'un point quelconque, prises gelativemenl à cesUrois 
'aefvles, passent par un même point. 

Soient A, B, C çes trois cercles, et P le point tlonné;. soit P' 
le point où concourent les polaires P'a, (3 de ^ r^iâtivçment* 
è A et è je dis que la polaire de P« releiU'emeDl à'C» pas- 
fteffaau^lenR^ • • . ' " 

* Ea eftéi^ jolgnon» PIK qfil coupe l'afxe radical cOnioon en O, 
•et les ccrci€îB en a et en of, èf 6^, et e'.N<Ais saHi^s'(ll36) 
que les six points pris sur les cîtconférences font une involu- 
lion dont O est le piûm central. Mais, d'après la dcfinition 
<mème des polaires ( 52), les j)oints P et P' sont harmoniques 
conjugués rejaiivcmcnt à a et a\ ainsi qu'à b et //. Par con- 
séquent P et P' sont les points doubles de TinvolutioD (^4G ). 
4kHic éès points doubles divisent aussi harmonfqiiemént la 
distance eài; d'où il résMltç que la polaire de Pv relativènîent 
à C'passera aiifl&ijetiP'. ' \ ^ ' . 

On sait {M) que les polpts doubles sent a égalé (fls^qee du 
point central, c'estrà-dlre que*PO-s=0Pf ; donc^AussI lès dis^. 
tances de ces points P et P' à l'axe sont égales et. de cOté 

opposé. r • * , 

On conclut de cette symétrie que, rériproquement, les po- 
laires du point P' reiativemenl «lux trois cercles passeraient 
.;en P. 

/ ^2 1 . Quand un cercle est tangent à deux autres t les péinU de 
eotUact sont en ligne -droite avjec l'un dp$ cènires de êimilitude 
d0eeux^u * , ' . • ♦ . . . 

€e théorème a 4éjîi êt^ implicitement démontré f iMi) s^r 
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CONTACTS d'un cercle Wlic. Tnols . aITRE^. *Id5 

• » ' . ' 

l/f Jig, 63, où Ton voit que, la droite ax' passant en S, On cl 
O'a' concourent au contre d'un cercle lanfçenl a 0 et h 0\ 

Réciproquement {Jig> 69) la droite MN' qui réunit les con- 
tacts de C avec O et passe à un centre S de similliude de O 
et de 0'. On voit même que ces points de contact a et a' {Jîg. 63), 
ou. M et N' {Jig* 69), soni an ti- homologues. 

2^. Théorème de Cauchy [Jig.^). — Soit A un point quel- 
conque de la circonférence C, tangente en M et N' aux cercles 
O et O'; menons AM qui' coupe encore la circonfén'nce O 
(^n T, et AiX' qui coupe encore 4a circonférence 0' en T'; enfin, 
nien£)ns à 0', par le pointT', une tangente jusqu'à la rencontre 
de AM en R. Si nous indiquons par / et les longueurs des 
tangentes menées du point A aux cercles O et 0', nous aurons 

t^'__ AR 
~ AT' 

Pour le démontrer, rappelons-nous que, si deux cercles sont 
tangents, le point de conuict est un centre de similitude (ID2). 
2ar conséquent, le triangle AMN' sera semblable d'un coté 
à.MTN, et de l'autre à M'T'N'. Cela posé, l'angle inscrit M' est 
ég^il à l'angle AT R formé par une corde et une tangente, et 
Tomme cet angle M' est aussi égal, comme on vient de le voir, 
à l'angle AM^', les triangles AMN', AT'R sont semblables, ce 
qui donne- ,1^. • * 

ÀT' AR 

^ =^, ou bien AN . Ar= AM. AR. - 

Maintenant nous avons évidemment 

/' = AM.AÏ, /"=:AN'.Ar = AM.AR, 

ce qui dcWiiontre le théorème. 

Corollaire. — Si le point A est sur j'axe radical des corclesO 
et 0', on a /' = / ; donc AR=;± AT. 

Pour voir comment celle circonstance peut se présenter, 
observons que, même sans cette supposition particulière, la 
tangente en T est parallèle à la tangente en T', car les ravons 
.OiM ei'O'M' étant homologues, ainsi que les droites MT et M'T', 
les rayons OT, O'T sont aussi homolt>gues, cl par conséquent 
parallèles. Donc les tangentes T'R, TR' sont parallèles. 



Od en eondot «pie/ si AR«c=;AT, ces droité&'TiR; W téecnr 
^"Jo'ndenten.iine i^ngénte^eommSAe ^ux deux cerctès i) etVf. 
323. ÇUBand un cerelè eèt''tfmgêki à'denx autres, les tangeniet 

aux points de contact se coupent sur l'axe radical de ceux-ci. 

En effcl, on a vu (2*21 ) quo ces points de roniaci sonl anlî- 
homolo^Mics : le llièorènip est donc démonln' d'avance f200). 
Ainsi iji^, 70) Je point B où se coupeni îes langenles coni- 
piunes aux points M et N' est s.ijf J'axe radical P de 0 0'. 

^4. Soient C et 0, deaii^<»mle9 dont clïacutî soît à^Ia fois 
'JÉnfént à 0 et (y, jUs oni ppur Kodieai divite-qûifiaue 
^ m .«» eenirB ^ $UniHtméB> de'i> fti 0'. Ainsi. <^g; 7o)-i'axe 
.ntdic«II#d6C*^G, i^sse eoS. * . ^' *' * 

. .Vow le ilémcNitrer; il iwffU dé rappeler qae ; " 

• •. • S)|.^y=SMi^N; (199). * . ".v- 

Bont le poliit S ayant la même polssan6é pâf rapport atn <!eir- 
vMerQ<et4ji«i^WrieircnfM'radi<^U ^ ' • 
**'tt5; Pêtut cordes imii^àomologues ^de eonitfei^ camniùn 

* boupeneTdre radtcat dè Ù et 0\ en un centre de éîniililude de C 

et Cl ijlf^. 70). Ainsi 3!M, et N'N', se coupent en un ppint D 
qui est surTaxe rodical ¥ ei q4i est un centre de ^iuûiitude 

.lieccio;: • V * • ' " ' : 

• La preniièrô partie de ce Uiéûrètne est déjà démontré^ (200), 
' et la seconde partie semble aussi facile; car la corde des points 
:de 'cpfilact M et Mi <i'Hin 'même cercle O avec'deux. cercles C 

; ^tf, €, passeè tm cçoire dë «imilitude de ces déui cercles 
« ii*en serais de même pour N'N',. . ' > ' 

' Mfti^ ofl pourrait supposer que MM, passe .par 4*ùn ées cen- 
tres de' similitude de C et Ci, et N'N', par l'autre, de sorte qiie 
le point de coîicours de ces droites ne serait pas un cenlre de 
sitniiiiude. il faut doue montrer qu'il s'agit .du inème point 
MM. et N'V,. * • • 

^ Considérons l'ensemble des trois cerrios 0, 0' et C, où l'on 
'sait que les points de contact M et N' sont des centres Jde si- 

* «nUitude et supposons, pour fixer les idées, ç^ue le 
•peint 8;qui e$t en ligne droite (^i) àvec N' et M soit im ceiw 
trc de stmilltude .externe c ,alord If et N'^ smnt nécessaire^ 
«lepji {i90) deoK centre^ de simtl^iide de mé^îie natttce* Il en 
«eca* d^* même poiir lès^ j^nts Mi et Nt. . * \ 



CONTACTS- d'un cercle AVEC TROIS AUTRES. IO7 

• • 

Donc chacune des droites MM,, N'N', joint deux centres de 
similitude tels, que, si M et M, sont de même nature ou de 
nature différente, il en est de même pour les points N' et N', . 
Or, dans coâ conditions, si l'on essaye les quatre combinaisons 
possibles (190) des centres directs et ir» verses, on trouvera 
toujours que celui des centres de siniilitude qui est à la fois 
SUT les deux droites est de même nature, qt par conséquent le . 
même. ; 

On ferait le même raisonnement si les droiiçs des points de . 
contact passaient par un centre de similitude interne, ^tinsi, 
dans-tous les cas, le pofnl de concours 1) est sur l'axe radical 
de 0.et 0', et est un centre de similitude de C et C,. 

226. D'après ce que nous avons vu (223), on comprend 
que les tangentes communes en Jl et M, se coupent sur I;i 

. dfbile LS, axe radical de C et C, (2;?V.). Mais ce point d'inter- 
section G est le pôle de MM, relativeifi(hit nG cefele O; donc, 

' cortimo les polaires des différents points d'une droite passent 
par le pôle de mie droite, MM,.passera par le pôle H de LS, 

^relativement à 0.* 

De'même N'N', passera par le pôle H'. de LS,. pelaUvemenl 
a O'. Enfin la çônsiruciion des pôles H et H' fera facilement 
. reconnaître qu'ils sont en ligne droite avcGS<19i). 

227. U ne droite quelconque^ LS, dès qu'elle passe à un con- 
tre dé similitude S de deux cercles O et O', pouvant tou^ 
jours êtVe considérée comme l'axe radical d'une Jnfinité de 
cercles, tels quie C et C, tangents aux cercles donnés (22i|>); on " 
pourra toujoui-s, d'après ce qui précède, détepmirter de la ma- 
niéré suivante un couple de ces cercles. 

. -Sur l'axé radical des cercles O et O' prenez un point quel- 
con>ïue D, etjoignea-le aux points H et U', qui sont respec- 
tivement les pôJes de LS relativement aux cercles O et 0' r les 
points obtenus ainsi sur les circonférences sont les points de 
» contact, et il suffira de les joindre à O et O'. pour avoir C et Cr. 

228. On a vu [^"1% Corollaire) que, si le point A [fifr, 69). 
éuit sur Taxe radical des cercles Oet 0', les droites TH', T'il 
se réunissaient en une tangente commune à ces,deux (Cercles, 

* c'esl-à-dirc que K coïncidait avec T et R' avec T'; ici T et T* 
deviendïront donc les points de contact de cette tangente com- 
mune. • 
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lo8 • ^ CHAPITRE IX. r • 

Réctprôque^eni;'s6ienVTelgT'.(Jî^« 7ojrc0s-poimsile ctti- 

Mcrd*9oemngèn(tt 00fiMii0Bè*p96sani*^^S$^dn voit; |»âr la ' 

comjtaraisoa. de cett^^'^gâht avec.la précédente, que le point A 

oè së cotipèpt TH et T^N^^^ci que Ton sait' dé^ ^r^'sur Taxé • 

fadieal de 0*'et4e (X (â(SîÔ;Wun pomi de la circonféréuçe C, 

tangente à O el à U' aux puinU» M el N'. • \ 
. • • • . », * 

ll.T-.COKSTRUlRE -USt CERCLV TAKG^T- À TROIS CERCLE» DOlOffiS; 

• • • 

2-30. Soioni S, S,, S, les trois centres de similitude externe 
de CCS trois c(Tcles 0, 0', 0'\ pris deux à deux, et D le point 
de concours de leurs, axes radicaux, c'est-à-dire leur centre 
rîîdical (74); enfin, soient 11, H', H" les pôles de la droite SSi S»* 
relativepient aux trois oercJes ^ies droites DU, DU'; DU" OQU^ 
fjèftt respectiy^fl^at i^roûi ai»rcles donnés à leiir^ pdiMde 
contact. avec ies doux eercles cherchés Cet €1. . ^ 

• ^te construction résulte évideiDilieQt. du iir*SBRr.. \ - 

• SaD;. Ainsi la dréhe qui réynitfes centrell'etttaiiet ^omie 
4fux solutions : chaque droite réunissant un centre exterrfe à ' 
d<^ux centres internes (190) en douuerail encore $leux;'ii j a 
donc en tout huit solutions. * . 

Plusieurs couples de ces solutions peuvent être réels ou 
imaginaires, suivant les diverses po^ilions relatives deS cer- 
cles- donnés jsiir le plan/ ' 

fiov^^ observe.tfons seulement que toutes les solutions sont 

âaiftgioaites 91 ks cercles sont intérieurs comme ^'&la7^^. . 

et qu*€nes sohL.tautes réelles^ au çontralre^'si chacMii desicer» 

cles'est eitérieur.aux deux aiitres.ypici ^albrs cotnmcnt l^lléB ' 

%onl disposéès: • - 

i" Un cercle avant un contact extérieur avec les trois cercles 
* f • . ■ . 

donnes; - * ' ^' 

2° Un ce.fi:le u>aDt un contact intérieur aveç les tr^is cercles 

-donnés ; • ' * , . ' " 

3*" Trois cercles àyant un contact extérieur avec deux des 

'cercles donnés et Intérieur avec le ^'oisième; 
4** Trois cercles ayant, un contact Ipv^rieur a!»ee deux des • 

oercJes dddhés et extérieur avec le troisi^m^. 

• • • 
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CONTACTS d'OBT CERCLE ^YÉC TIOÏ^ AUTRES.' lO^ 

J" III. — MoDfFl^TIOKS POqR LES POOTTS Uia' DROITES. * 

^ , . • • • .» • « • 

*» •. * * ** ■.' 

rS3i. La solution précédeilte, duë i Géfrgônne» est* d'imè' 
grande simplleité et surtout'^'uiie admirable, génératité r maîs^ 
po\ir voir comment eWe s'applique à lous les problèmes secon- 
daires que nous allons exaniin'cr, il faut nipprlor ou étudier ce . 
qui arrive. quand un cercle dégénère eii point ou (mi droiKî. ' , 
On a trouvé (191) pour dislances du rentre du plus grand de 
deux Qercles aiyL oeoires d^simililude» les expressions * 



t 



Si le plus pëiii des centresdeiriefiit'uii p.olnt; K-^t, êt iV resté- 
es sst OS' ^ OO'^ c*est-9-dire que lé^s cet^retrd^timUiiude d'un 
cercle et d*tth point se réduisent à ce point lui-r^ënte,. • • - 

Nous savons aussi (7ii) que l axe radical entre un cercle et 
un point est la perpendiculaire sur la ligne qui joint ce point 
au centre, élevée au milieu de la distance de ce point à sa po- 
(aire relajiwenieni au cercle, 
, 233. On a vu aussi (7() ) que l'axe radical entre un Cf^Jeél 
une droite, dans laquelle ^ dégçnérè 'i'aulre..cercle/ e»l velie^ 
drûUe elle-même • ' ■' 

' Pouf trouver les centres de sinailitude, considérons (/^. 6Ï) 
le cetrcle décentre 0 passant en ây et imaginons quecâ éëoirè. 
6*é\oighe à l'Infini, 00 point'i/ restant Ose/ Avani-cettè trans-' 
Cprnuiti.oDr nous poserons ... . *: 

♦ • ' d(y=:p, et dSzsx; 

ce qui fait que la formule 

du n? 191, donnera - ' , 

' n • (R-V/> ).B * . 

♦ • 

• el par conséquent •*• 

■ * •' ■ l.Hv(/' + lt7_ j>+K: r' 

•»»..* • ' • - . 

• , . 
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Ainsi à la limite de H = » , ifrcsle ;r =:p H- R', et-f^n trou- 
verait (ie même c/S' = p — R'. Dans ce cas Icscenli cs de siini- 
•liiude sont donc les deux points d' el ô', cl Ton a ce ihéorèmee • 
Les-ee/itres de similitude d'un cercle et d'une droite êOiU l&t - 
çgtrémités du dianUtre perpendiculaire jL-IadivU^^^ / 

. â83« OaooiieliU.éTideiànieiii*'d0ee qtU précède ipm Vaxe 
radical emrç point ifnàdivjte êfl efti&^4mie'eiie^mm» 

De même, la droite repréiseirtaot i|0 ▼eitt {231-) 

que" les centres de similitude tntrf une^oitCi^t un pçint se 
réduisent à ce pmnt lui-même, * . , • ' 

234« La recherche de J'àxe radicat entre deux droites est 
isvidemfiiem illusoire» ca^.ii n'y mrtiit pas (je-faison pour' 
prefiAre uné flroitê plutôt qqe l'aôtfé :ipaais nous tenons (^1) 
que cette cofisidëratlori .ne sera pas Aécessalre.'^ bauteur 
de 'OO' deyenâm a^tiraire, deux droites som leiieo dejqim . 
bentros de similitude interne \ ceux de èijminHlde^fe/liCLi^ônt 
sur deux parallèles à rinfinr. ' • 

335. Enfin, relalivemenl à deux points, la rechorehe dos 
ûoitre^jde siçiilitudc est ilHisoirey car il -n'y a pas de raison 
d^-ohéisit l'un plui^ qué.i-autre : nous verrons du'jest$[(243) 
%que cette recherche* n'est pas •nécessaire... . • * 

' Quant à l'axe radical entre deux points, c'est évideramcnl» la 
perpendiculaire élevée sur le milieu 4e leur disiaiice. 

' 889. Ia 6Dltttk>D* fénépaàV' exige que i'on cherche Ie.p6lq * 
d'une droite relativement i taoiç cerdea Il àqub irâsie ' 
doAcà considérer:çe tiùje/éviei^t.lè p41e d'une;droto': i^rôfe- 
livement'è un point ;'a^'relatil^enient 11 une droite. . 

•* 1° On sait que le carré du rayon d'un cercle est é^al au pro- 
duit de ia distance du centre à une droite par la disinnce de ce 
cénCI« au pôle de la droite : donc le premier facteur du second 
^membi^ éunt constant, le second doit devenir nul én mêi|i6 - 
• temps .que le premier membre : ainsi le pôle d'une droite, re- 
■ lativemehtà^unpôini^eMtcèjpùiMjui^^néme. 

' a" Considérons d'abord un cercle quelconque, et soit A un 
point de la droite dont ou cherche le pôle relativement à ce 
cercle : menons une transversale quelconque ACD qui coupe 
le cesele en C et en D, C.éuipl-lepius i-approcbé de ces deux 
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•* CONTACTS d'iN CERCLE AVEC TBOIS AVTRES. " III 

poinls. Soit fi le conjugué harmonique de A; on sait que 

en BD ' . - 

AC"~AD' 

Si maînlonani le cercle dégénère en droite, D va à l'infini ; 
donc 

— ~ = i, et CB = AC. 
AU 

Menons donc, du point A ^ur la droite donnée CC des trans- 
versales AC, AC, AC",..,, et sur le prolongement de chacune 
d'elles, portons CB=:AC, CB'= AC',* C'B'' = AC",..., il est 
évidenl que les points B, B', B",..», seront sur une droite pa- 
rallèle à CC'C"; donc l'ensemble de ces pointSi qui est la po- 
laire du pofnt A, est une parallèle à la droite qui provient du 
cercle transformé. ïl en sera de même pour les polaires de tous 
les autres point de la droite, dont on cherche le pôle, et comme 
ce pôle est lé point de concours de toutes ces polaires qui 
sont parallèles, il sera à l'intini. Ainsi le pôle d'une droite rela- 
tivement à une autre droite^ prise comme cercle indéfini ^ est 
un point situé à l^infini. 

Par conséquent, pour obtenir la JIgne qui joint ce pôle à un 
point donne, il suffira dè mener par ce point une parallèle à la 
droite relativement à laquelle on a cherché le pôle, et non à 
cdic dont on a demandé le pôle. 

IV. ^ Problèmes secondaires. 

237. Constrtiire un cercle tangent à deujt cercles donnés et 
passant par un point donné. — Ce point donné étant ùn centre 
double de similitude par rapport à chaque cercle, il n'y a plus 
que deu\ droites réiinissanr trois centres de similitude, ce 
sont celles qui joignent ce point aux centrer de similitude dos 
deux cercles ; on n'aura donc que quatre solutions. 

238. Après avoir démontré le théorème que. nous avons re- 
produit ('^2), Cauchy en déduit {Correspondance de l' École 
Polytechnique y t. I, p. ir)5) une solution dont nous ne par- 
lerons pas, parce qu'elle nous parait inoins simple que la pré- 
cédente. Cependant ce théorème nous permet de résoudre très- 
facilement deux pas pariiciiliers oii le point donné se trouvi): 



^ 'X^tHr:\%Me radical de? deiit ceiçles; sur Fuiie ifes4«ux 
/Scponférenceà.' *• • ' . * * ' • 

' i*'S6\i le ppinl A [Jig, 70) sûr l'axe radical des cercles O 
ël O', ei f , T' les points de contact d'ohe tangente. commune, 
on a vu (2*28) que si l'on joint AT /AT', ces droites coupent 
' les circonférences aux points de coniacl checchésM et N' : on 
aura do'mcmc It^s Irois auircs solutions. ' • ' ' * 

9.'* Si le point A ôc la 69 vient en un point N' de la cii^- 
conférence 0', la droite N'S passe loujours.au point de con- 
lad M du cercle chcrclié.Ci^iiiî») { Jig, 71) la droite- AS coupe 
la circonférence 0 eq'tleiix points N et-M ; le prei|âer dbnn« 
ÔNpanillél^à'O'A, nials^ie second AI esi tel» que OM coupe C'A 
«1 centre cberc'béCf ' * " ' . ^ . . .* ' - . • 

• De même "é' donnera Tantre cerde Ci ; on sùvu- fUe Irà, deux 

• Autres centre^ étaient à l'iikfiQi. , 

23î). Mener une circonférence tangehte à une droiLe et tY 
deux circonférences ilonnée^.'-^CÂnwmQ il y a six C(întres de si- 
niilîlude (232), on retrouve Iiuil soluLions ahisi que dans le 
prûi)icuie généi^L Du reste, la droite donnée représ^taiil 
déinc axe^ radicaux (232)» le point 1) de concours, de ces axes 
radicaux sera, à rinteisectipn de celui de^déux .cercles par 1» • 
)Aroite dpnj^éie./ 

£nûn« d'après ce 4(i:ùn a ^pml lé.|>61e d'une droite 
' relativement à une auii'e droHe, on devraii mener de ce polni 
Ti\tï\Q parallèle -à la droite donnée; mais on voit que bette 

• j)aralléle serait la droite elle-même : cela n'appretid donc rien, 
•puisqu'il en résulte seulement (jue celle droiie contient un 
point de contact. Mais, n;sani trouvé, comme dans le pro- 
blème général (229 et 230), les points de contact d'un cer<;le 

.cherché les cercles donnés, on les joint aux centres 
^donnés pour àvotr le centre cberciié. * * . ' 

^9. âi même' on veut éviter toute Giènftislôn, Qnpeut n'em- 
ployer quhin seul poltit decontàct. pn..esi done ramené au > 
problème suivant \fig. 7'î) ; ' 
' Cortmaissant une droite AB et un -c^le 0, conBtruire un 
çcrcte C iangènt à la circonférence en jnii pvint donné j^i, et 
^ tàngent aiissi ù lu droite. 

Soit A le puiiiioù AB est coupé par la «Iroite MA, lan^MMite 
aut ccrciQs U e t. C ; puisque le cercle C est tangent deijx 
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côlés de Pahgle MAB, le centre est sur la bissectrice de MAB 
et à la rencontre de OM. . . . , - 

Seulement, le raisonnement qui précède s'applique cgale^- 
ment à la bissectrice AC. de l'angle B'AM, supplément de MAB;* 
on obtient ainsi l'autre centre C,. 

241. Mener un cercle tangent à un cercle et à deux 
droites. 

On sait déjà (232) que les perpendicùlalfes abaissées du 
. centre respectivement sur chaque droite déterminent sur la cir- 
conférence quatre centres de siniHiiude S, S', S„ S', . En admet- 
tant (234) que les centres de similitude des droites, l'une par ' 
rapport a l'autre, soient à l'Infini, ou sur les droites, chacun 
des côtés du reclangre SS' S. S', contiendra trois centres de 
similitude, comme l'exige la thcorre générale. Ainsi nous trou- 
vcrons encore huit solutions.- 

Ces deux droites étant des axes radicaux (76), leur intersec-. 
lion D est le point de concours de ces axes; et J'on n'a pas 
besoin de chercher celui de l'une par rapport à l'autre (234). 
SoikH, comme au n« 229, le pôle d'un côté du rectangle, ^cl • 
que SS,,^a droite Ï)H marquera, sur la circonférence d,onnée, 
deux points de contact: maison achèvera de déterminer les 
centres; comme au numéro précédent, par les bissectrices des 
angles que font les droites données. * 

242. Mener par un point un cercle tangent à un cercle et à 
une droUe, 

• ' . * 

On trouvera comme précédemment (232) les deux centres . 
de similitude du cercle et de la droite; mais Je point donné 
représente quatre centres de similitude, deiix relatifc au cer* 
cle (231) et deux relatifs à la droite (233): il n'y a donc que 
deux lignes réunissant trois centres de similitude,, ce qui 
donne quatre solutions. • • ' 

Soitdonc Mun4)ointde contact déterminé par la méthode 
générale sur le cercle donné 0, et soit 0' le point donné : il 
est clair que la perpendiculaire menée sur le milieu de MO' 
coupera OM au centre cherché C. 

"^^^^ Faire passer par deux points donnés ûn ^ercle tangent * 
<i un cercle donné, ' . - \ . ' , ^ - 

Chacun des points donnés représehUnt deux Centres' de si- 

o. - 
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militude rclalivemeni au cerrlo, la droile qui joint les points 
sera la seule qui coniionnc trois centres de simUitude : il 
aura donc que deux solutions, 

J.e ^oint de concours des axes radicaux se trouve sur la pei^ 
pendiculaire élevée au milieu de la dislance desHeiii points: 

^du^réste» on voit qu'il n'y a pas à coosidérer les centres de simi- 
l|ittde d'uapoinl iMrjrapponè riulrer(235). Ainsi la construc- 

'lion générale s'applique sanis difficulté. 

Voici la solution directe et ordinaire de ce problème 
(fiS' 7^)' 1^'un point E pris arbitrairement-, mais d'une ma- 
nière convenable, sur la perpendiculaire élevée au milieu de la 
<lroiie qui joint les points donnés et O", décrivez un cercle 
qui passe par ces deux points et qui coupe la circonférence, 
donnée 0 en Bel D : joignez BD qui coupe O'O* en A, et du 
point A méhea» ao cercle C les tangentes AM, AM,. Ces points 
Itféi Ml j^eitinC les points de/çontact cherchés; MO étMiOcou- 

peroni.la.perpèndiculaire i^x centres dherchés G ét Ci» 
. Sn effet, le cercle Ifrnoûsdénpe . . " > 

n^is'IetceroleOdbnneau^i - < 

AB.AD=ÂM ==ÂM,V 

Donc ^ • • • _^ ' \;\ . ; 

• • - AO'.Acr :=am's amI, 

ce qui montre que les cercles C et C, résolvent le problème. 

Stô, Pour ramener au problème précédent le problème plus* 
'général que voici i Faire^paêger par deux points doim^ une . 
cifcoitférence qui détermine sur rtn cércU-dotifU tmfi 'oçrd^ é€ 
hfkgu^r çonàné, il suffira dé décrire, do centre du premier 
cerclé Ojl un second lel/ que la portion* de tangente comprise, 
entre ce premier cercle et le second soit égate à la eorde don- 
née. Alors ',on opérera sur 1^' sèçànd cercle comfne on vient 
. de le voir ci-dessus. 

"24^. Voici enfin deux problèmes bien connus et qui se rat- 
tachent aux ])r< r(''(i^^nts, mais pour lesquels la solution généiala 
serait en défaut» à cause de leur simplicité même : 

. 19, Faire passer par deux points donnés liHtf circQtrférenws 
taAgmt^à^dFoitûdé>nmie{;^.1^).' * ' ' . ' 
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• Soit A le point où la droite des points donnés 0 ci (y coupé 
la droite donnée» et soiiB le, point de cootact.c^eroti^» oa a . 

• AB==hVAO.AO', * • 

ce qui donne les deux points B et Bi; ensuite les perpendicu- 
* ^cfres menées de ees points sur t« droite donnée, jusqu'à k 

rencontre de la perpendiculaire sur le milieu de 00% donnent 
les centres C cH',. • • 

•2" Trouver un cercle tangent à deux droites 4onnées et poi^ • 
sont par un point donné (Jig. '] 5 y. 

Soient SA, SD les 4roites données : il est clair que le centre 
do.oercle chereliéiest sur cçlie des bissectrices de ces droites 
quisé troure dansle même angiçDAB que le point étonné Ow ' 
Soihdooc'OO^'perpendlcukire è cette Mss^èetrice Jusqu'à hiMBi»* 
cbntre tf*un Qe^ cÂtés en A. Lé point .<y de cette, perpendievn 
* . lâirè étân,t synrétrique de O; rektlvemem à k bissectfiç'è tth 
drquée, sera sur la circonférence cherchée : donc» B étant un 
point de conlactt on aura ' • • -• *^ ' * 

ABs^diVAO.AO'.' > • • 

. On aura donc les points 4e. contact B etBi» et les centres C 
etc.. • ' • ^ ' • • • 

Daiis la solution générale (229), chaque point de pontact est ' 
à rinlersèctioni d'un cercle donné et d*uQe certaine droi^. • 
.Ifais ici ce. cerclé ét cette 4ii>ite se donflpnd^nt en nm drdite* 
ilonnéë : donc ces points de contact resteraient inditénâtiiéâ: • 
Voilà pourquoi la méthode générale est en .défaut .dans ces . - 
"deux problèmes. particuliers. • * ..' 



8. 
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• • CHAPITRE. X;- 
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I^fiORliMBS BT PAOBI^IŒS 'sua LB 1BUN6U. 



• • I. — Cercle circonscrit £t centre de gravité. 



247. Il èsl clair que Jes perpendiculaires élevées sur les 
milieux des côtés d'un triangle concoureril au centre du cercle ' 
cîrc'onscrit. Pour calculer le. rayon de ce cercle, abaissons du 
sommet A (^^. 76) la perpendicii^aire AD sur I9 base BC, me- 
nons le diamètre >BO|l el joignons Â£: les triangles rectan- ^ 
glas AB£y ADG sont semblables, piii^oe les angie5.iiiscrit8£ 
$i C isooi ^gaaxV dope ' . 

• . : AD_ AB . • 

AC — BE*. • • . ' 



MsiB 

• • • • 

* ' ,et comme 



aABC:=.iai.I!C 



AB= «- 



B£ 



il'fjasie 



AB.AG.BG 



• Let irait hauiêum d*tM inan§^ concourent aumême 

ÏM sommets A, B» C da triRUglét menons des itarallèles aoi 
édtée opposés; noiis formdiis ainsi un triangle A'B'C qjMH 
' . * \ drapieilu premier, auquel il esV semblable. Les hauteurs de 

ABC sont les perpendiculaires élevées sur les .milieux des 
* côtés du triangle A' B'C : donc elles concourent en un point H, 
249« Les médianes d 'un iriangle concourent .au même 



• • • 
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point {ûtàtn ée gnviù) ei ifu iien êe çkapmm^d'^lm( 

(fig'l9)> '. . . *. '■ V.. . ■ . • • 

. Soient les inédiante-AM, BN du triangle AËC et joignons MN. 
Les triangles CAB, CNM sont sêrablables, comme ayanvl'a^gie 
commun C compris entre côtés proportionnels : donc * ' 



NM = - AB» 



» 

« 



. et estaOssi parallèle à AB. Parconsiéqûent, les trfongleÀ AOB^ ' 
NGM.sonl aussi semblaUes, G; étant ï'intersectiôn de AM et 
de BN. Donc la proportii^n des cdtés homologues donne aussi / 



d'où 



»• . • , • f 
Gtfs=i:AG, GNs^BG. - 



GM^iAlf/ONsrjfiN. 



La médiane AM couperait de même la troisième médiane CP 
en un point qui donnerait encore le tiers de AM» c'est-^-dii:e le 
point G. ' * * . 

260. Le centje de gravité est un point tel; que, si on le joitU ' 
' aux trois sommets du triangle, ce triangle esi divisé en Qvii 
parties équivatentù* ' * * 

' *Bn' ^llèt» une de - èçs parties, telle que BGC; èSl le tiers 
de ABC» comme ayant même base BG, et parce que îa tiay- 
<eur^de ABC/ d'après cl^ q^ui précédé, est triple de celle 
de BGC. ' ^. • , - 

â51. Le centre de gravité est un point tel, que la somme des 
carrés de ses distances aux sommet^ du triangle- est un mi'^' 
nimum [ fig. '^fi], ' * * • • • 

. Supposons le. problème résolu et soit G le^poltit cherebé^ « 
. indiquons par am' la valeur ûxe/ quoiqiue encore Inconnue, 
de la sommd partielle . • ' 

*. GB. -h GC *, . . * ' ' 

c esl-a-dire posons 



* 
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11^ CEAHTUi H» * " '* ' 

•m ^ m • 

Sol»K le miliea de-BG : on 9^ ptr utt'ibéorèaie cèéiiay 

. SVîGc'»»liio*-i-«BBV 



il réattke 

# • 

et comme 



4 



Par conséquent, le point G sera sur une circoaférence dont le 
ceaire esiM, dont le rayon est 



* m. 



Cela poisé» celukdes points de.cette circonférence qui don- 
iièra k soWime 46ule minimum s'obtiendra évidemiiiènt en 

inenant du point' A une normale è cefte circonférence : or, 

celle normale sera néce^ssairement MA ; donc le point cherché 
se trouve sur une médiane, et par suite sur les autres. Ainsi 
le point cliercl)é G n'est autre que le point de co^icours ,dQ$ 
médianes, ou le centre de gravité. . • 

Pour calculer ia ^nune minimum^ observons- ^tie étas 
J'équaiion 

GB'-hGc' = 2MGVaMÏ, , - 

on a ^ . . ' _ 



ei. 



. ce qui donkie 



De même. 



a 



•atiB* 4- 2 GC' — Ga' = a\ 



« 



Digitized by Google 



TBfiO^fcllBS ET FRÛBLfcïES SUR LE TRlANfiLS. M 9 

el . • . ; . • 

ajoutant et réduisant, il rest^ ' . . 



GA -h GB 4- GC == , 

- % 

252. Le centre du cercle circonscrit à un triangle, le centre 
de gravité et le point de concours des hauteurs sont siir une 
rr^éme droite, et la distance des deux premiers points est 
moitié de celle des deux seconds [Jig» 79)- " 

En effet, soient 0, G, H ces trois points, on voit que Ids 
triangles ACII, MPO sont semblables, comme ayant leurs cotés 
respectivement parallèles : de plus, 

MP=-AC, donc OP=-CU. • , 

On sait aussi que ' 

GP = - CG ; 
2 . 

t 

donc les triangles CHG, POG sont semblables comme ayant un 
angle égal compris entre les côtés proportionnels; par consé- 
quent, l'angle CG11=0GP, et comme déjà là ligne CGP est 
droite, la ligne UGO Test aussi. De plus, la proportion des 
autres côtés de ces triangles donne 

OG=iGII. 

2 ■ 

253. Imaginons que l'on joigne BO, AO, et que l'on ait tracé" 
le cercle circonscrit de centre O. L'angle au centre BOA 
est double de l'angle inscrit ACB; donc 

BOP = C. 

Par conséquent, 

BP=^=UsinC, ou c = 2RsinC: 
2 



on a de même 

^ = 2KsinB, a = 2HsinA. 



f20 '€HAPITÉI ^ 

' 254. Dans celle formule - ^ •*...• 

• * ••• •• 

- . , ' , ♦. . 

.rempta^i 2R par ^ (247)^ àm rel^^iivê rexpréatfon 

'Mais les formules de Trigouoméirie dooneiil ^ * 

•sin Ai= asin ^ cos' ~ ■ .c) . ^pip-a) i 

donc *• • 

' .205. .Le même Irianglê BOP donnera aussi " • .« 
M>iis on a vu (2i>2) (jue '* ..• ' 

dQnc - y V ; 

• CH s; ait ces G; - * 

*6.p aura de même , • . .• • 

\ BH = 2Rco$B, ÂlIs=!iRco9A. . 

25G. Le cercle qui passe par deux sommets d'un triangle et 
par le point de concours des hauteurs a ie-méme rayon que le 

^cercle cirvcOscrit, 

1^ sommets du triangle ^BC(^g.'8o) menons aax*c6lés 
opposés des parallèles qultlétermineront, comme dans la Jig, 77, 

'un triangle quadruple du triangle donné, «mais dont nôus'n^-' 
vons. indiqué . Ici qu'on. SBol sommet C Soit H le point de 
concours des. hauteurs AB, SE ^et'F le milieu de C'H : la 
droite (7 A, parallèlr» à B(], sora porpendiculaire sur AD. Soil 
donc FG perpendiculaire aussi sur AD: on voit que G sera le 
■milieu de All; d€ même, si FI est perpendiculaire sur BE, 
I sera le milieu de Bli : par consé(|ucnl F sera le centre ei Fil 
le ra^on du cercle circonscrit l\ Observons eniin que ce 
Cfircïe^t encore^circonscrii à ABC. ' * / 

* .Mais'no'as*savons (248) (jue llC est le rayon> du i^l^le^-de 
centre H et clrcoAscritè A^.B' C. Gomme ce triangle a les c^tés 
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douilles de e«iix4u Iriaa^ seiftbiiblû AUC» oô voie tiSS) I|U6 . 
4e ti^on 'dM eerele eiroobsi^i à. ABC sera 

Vesl-4-4ire nieme qoé pour ABtf 
U y a«niii deux autres cercles analogues'.. 

n. GntxB msciiT IT csRCLiB 'n-niscirra. 

• • • • • • 

SS7. La bissectrice d'un* angle étant le lieu des points éga- 
lement éloignés des côtés de cet anglo, le point l {Jig,Si ), où 
se coupent les bissectrices des angles A et B d'un triangle ABd 
est également distant de AB et de AC, de BA et de BC : il est 
donc également éloigné des trois côtés et se trouve aussi sur. /. 
la bissectriceidé l'angle C r^insii^es U^iadrottee concourenln^ 
centre Idu'ceiple inscrira ABC. ... * * • 

* La bissectrice du aupplémenir de l'angle B sera de ipêniè 1%^ . « . . 
lieu des points également distant) delKI J^i du prolongémeni . 
de AB^cellë dù supplément de rângl^ Ç présente Hine pro* * 
.priété analogue. Donc ces deux bissectrices se couperèifl • ; 

« 

encore en un poim également éloigné des directions dos trois 
côtes, et ce point 1' sorn évidemment sur AI. On aura deux 
autres points analogues et 1'% ce qui doaae^a les ceutfes des 
trois cercles ex- inscrits. • ' •• 

ÛâS. Les droUesBi,.\Bl' divisanitendeiix parties'égales, Tune '* * 
l'angle ABC^ rautrcson soppléntenti seront perpendiciîlarres 
entre elles : il en sera de même ^n A et e'n-'G, •e'(^slHihdii^e que . 
les dro*ite^IA« ÏB, IG sont perpef^dieulalres en A»*Bii Ç sur les • 
côlés du triangle l'I'^l". On a donc ce théorème : * * • . 

Les hauteurs d'un triangle iont les bvueeiricet du tnOngU 
qu oii obtient en joi fanant les pieds de ces hauteurs: • . - 

259. Nous, verrons plus lard (^288) que lo ra^von du cercla 
circonscrit à V i" ï" est double de celui du cercle circonscrit 
à ABC. ' • ; • ^z. V >, 

Maintenant nous allons démontrer que leê m^ns menés dei^ 
sqmmets d'un triangle au centre du cercle ^irconicrit S0M ref 
peetivement perpèmdicukUres aux tôtés du triangîe fiHfnt pàf " 
Ié9 pieds des ham^n* . • / * • ' . 



Di^tized by Google 



. Ba «AiW soit O (>^.8t) l»^x:cMre du eeicte circonscrit 
kVtVféX a, y lestngîaè-qoeftmt lean^ons menés de ce 
centre aux sommets, aVee les côtés rr^, F i\ V I^. Qn ar 

d'où Ton lire . • * - - ' ' 

à«-f-(p-t:y] = l'4-l''s=i8o— IV , . . 

ou bien • .. 

. *. • a«^r = i8o-^r, 

eteuûn • 

«=90— r. 

^ - 

iWin auue càté, dans le triangle CBt, w a l'angle • 

* # _ 



. CBI' te i (i8o^B) = 9<^--.i B; 



.dcm^me» 



% 



♦ • 



donc la somme de ces deux angles est 
. • • • 



180 5 ( B -4- C)== 90 ■+- ^ A.. 



l^r'conséquenif àe troisième angle SFC ou r de ce triangle. 



; ; ^so-'^A, d'où -A = 90r'I', 



ou bien 

I 



« 



-A 

3 



Doncles deux animés BAI» Al^O sont égaux, et comifae d^à 
Ils ont deux côtés pcrpendicitialres AI et Al'y les aiîtres côtés 

AB et 01"^ sont aussi perpendiculaires, ce qui démontre le 

théorème. 

* 2G0. L'aire d'un triangle T I" I** est égale au rayon du 
cercle circonscrit multiplié par le dt mi-périmètre du tri- 
iaglc^ÀBC formé par les droites qui joignent les pieds des 
himteum* • , . 

' * En effets Imaginons que l'on ait mené> dans la Jig, 8t» les 
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droites AO, BO, CO : le triangle V 1 ' T est divisé en trois pai^ 
ties dont ciiacune, telle que OfiFC, se compose de deux tri- 
angles qui ont pour base commune 01', et dont les hauteurs 
ont BC pour somme^ puisque BC et 01' sont perpendiculaires 
d'après le Dumcro précédent. Faisant de même pour les autres* 
parties, on obtient le théorème énoncé. 

261. La bissectrice d'un anf^le d'un triangle divise en deux 
parties égales V angle formé par le rayon correspondant du 
cercle circonscrit et la hauteur partant du même sommet 

Dans le triangle rectangle Bl"!', l'angle 

Brr = 9a — T: . ^ ^ 
donc (259), ^ • - . , 

Brr=a = ITO, - * 

et par conséquent la bissectrice de \" est la même que celle 
deOra. - 

262. Dans uri triangle, le cent ns du cercle inscrit , le centre 
de gravité de la surface et le centre de gravité du périmètre sont 
sur une même droite, et la distance des deux .premiers est 
double de celle des deux derniers {fig,Qi), ^ 

On sait que le centre de gravité du périmètre est celuLdu 
cercle inscrit au triangle A/B'C formé par les milieux des 
côtés du triangle donné ABC. . ■ . 

Soit donc P ce point et I le centre du cercle inscrit à ABC, 
on voit, en comparant les deux triangles, que A'P est parallèle 
à AI et B' P à Bl ; de plus, chacune de ces lignes sera moitié de 
sa parallèle. Comme déjà A'G «st la moitié de AG(249) et que 
AGA' est une ligne droite, les triangles AGI, A'GP sont sem- 
blables, et Ja ligne IGP est aussi droite; de plus, 

• . GP=iGI. - 

» ■ ' . - ■ 

263. En indiquant encore par 0 le centre du cercle cir- 
conscrit, et par H le point de concours des hauteurs (Jîg, 82), 
et en se rappelant (252) que la ligne HGO est droite, et que . 

GO = - GH, 

2 . . . 
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L 

on.vôlUipie fas triangles HGI» QG^ wA spaùikjBiktM : done OP 
eiJH «ont MnJlèlesy^et de tilus 

• • • . • , . .fi- * ♦ 

. op= -lia.. , . N 

96^. Jutte$ propriétés dei bîtseeineei.'^ffonsnippelieToris 
ici, quoique bien cçnnuSy les théorèmes suivants, doni nous 
avons déjà parlé. 

La bissectrice d'un angle d'un triangle coupe le côté opposé 
en un point tel, que le rapport des distances de ce point aux 
extrémités de ce côté est numériquement égal à celAi des côtés 
respectivement adJacetUs à chaque extrémité. 

Le in^jne théorème existe pour Ul bissectrice 4u sûpplê^ 
ment de cet angle : *seulèm.ent» dans le premier cas, les seg- 
ments sont de signe contfwtreg dans le sejcond cas^ ils sont de 
iiiêVne signe. . ^ * . . • . 

Eiiiin, les points déterminés par ces deux bissectrices divi-/ 
,senl /lûA-mo/i/^w^/iitfn/ le colé dont il s'jjgil. *. • * 

2(35. Soienl E et D {fig- 83) les poiuis où la bissecirice de- 
rangle.A d'un triangl^î AiK^>,coupe ie cdté JK^-etl» circonfé- 
' reitce ton a la relation 



1 ; Afi.AC=£B.C£+A£ • 

•Eo effet; les triangles ACE, ADB sont semblables puisque 

f!AE = ])AB par h>i)olhèse, ci (|ue ALB = Al)li comme in- 
scrits dans un même segnieni. Donc. • . • 

T5 = TH> ^<^^ AC.AU=;^AE.AD-=xAE(AE-+-£J)). ' 

Mâis on ^it que 

' ' AE,ED=?CE.EB; . . 

on a doiu' l;« rciiiiiun indiquée. 

2° l)e même, soient E' et D' les points où la bissectrice 
du*5upplément de l'angle A coupole côté fiC et la circonfé- 
rence; Wau|ra 

AB.AC=: E'B.E'C— AE''. 

« 

£n eiXèt, (es. triangles AC£', AD'B sont semblables; ils 
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onl rangleD' AB = CAE', car D'AB est opposé à un angle égal 
à CAE' par hypothèse ; ensuite les angles ACE', AD'B sont 
égaux comme supplémentaires des angles ACE, ADB déjà re- 
connus égaux dans la première partie de ce numéro; cetté • 
relation d'angles supplémentaires se voit'd'arv côté sur la 
. droite BGE% de l'aulre dans le quadrilatèce inscrit ADBIV: On a 
donc ' , • * ' ' * 

^=^f .d'où AC.AB = ÀE'.p'A.=AE'(Dî£'— AE'). 

Mais ' 

FD'.E'A = E'B.E'C, " ' ' 

.ce qui déolotttre la relation écrite. • • ; 

m» — Fôaanun .ûuimis m cnoun. mscarr tr n-^nncam. 

. 266. Soit r le rayon du cercle inscrit, de centre I, au tri- • 
angle ABC (Jig. Si): il est^clair que les triangles partiels IBC, 
lAG, lÂB ontro^éotiYem^nt pdlir mc^ufe ' 

*-«r, -*ri 



.Soit doDcS la swfiice ABC et pisiza-^b-i^e, on à . 

S=rp. . • • 

Soient^r'^ V les iraychs des cercles ex-inscrits dont 
l^centres sont 1', T, •i" {Ji^, Si). On Yenrque . • • 



etjde même : . * 

Donc 

ABC i=: S = lAAB -4- r AC FBC 
aura pour expression . - . 

Ainsi * ' . 

8=sr'("p— a), et. Scr^r^C/j — ^), S = r'{p-^c). 



• 
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, P P""* P'^'^ jf-^c 

» 

il fin résulte, d'après la valeur connue, . 



. S = >ipXp-a)^p^b)^p- (254), . rr' r" ^ = S>, 

ou ; : ' 



Wè. On a aussi 



Observons encore que I9 mesure ordinaire de la surlace du 
triangle dont A, A% A'^cmt les trois hauteurs ftonne . 



Donc 



d'où 



1 a I b I _c_ 

J-ÎS'. S'^ïS' .fft-aS' 



c'eslrà*dire , , . ' * - • ' . 



270. Reprenons l'équation 

#• r ' r-? =55 r' ): 

elle donne 

• r'r^r* = ip«:ipS/>, ou 8 = 



ly. fOKCTIOHB SIMAïaïQUlS I»S8 CÔXÉS £1 DS8 AJf6US» . 

271. On peut ei primer les fonctions symétriques des côtés 
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a, b,c au moyen des quantités S, r, etK» qui sont liées par 
la formule rp. On a d'at)ord * • 

a -H 6 47 c = a/?, el abc=:^f^ 
ou jaien • . • " . • * •* 

Pour catcaler «6 -i^ oc 4- ^» observons qiie l'on s 

• cpm me aussi ^ = r'p, cela revient à 

P 

' . * ♦ 

00 enfin . \ 

• doQC . 

* * ■ * • 

ce qui donne * ^ ^ . 

. Cela montre que l'on loujOuri* 

.f^>f(rH-4R)^** 

■ • i« 

273. Nous rappellerons encore certaines formules de Trigo- . 

nométrie dans lesquelles on suppose A 4- B -+- C =- 180. 
• , • • * - 

'i*. co^A-hcotf*BH"COS'G4-acosAcosBcosGs?:i.. 

* ' . . • • * ■• 

Il siillil de poser - ^ 

cosG = -^.Cos(A-hB} =;sinAsinB-^coô Ac9sBj^ 

d'où , . > 

( I -1 cos» A ) ( I — cos" B ) = ( cos C 4- eoB A «os B )■ ; 

en développant on trouve le résultai indiqué* 
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^aB . emam i. r- • * 

— ♦ 

a* sinA-hsTnB-f'siDG sicos^cos ^ cas ^* 
En effet, ' ' • " . 

'6i0 A 4- sin B ±= a sin à±I cos = a cos - cos ^—^ , 

a. . . a a a ^ 

él 

' _• /~i _ 0 , C Ci A — f— B 

sin t.=2 cos - sin - = 2 cos - cos — — : 
.sa a a 

par coris^queni, ' * > : . • 
"sin Ar+-sinB-i-«inC=aços ^ ^co8:^i^.co« , . 

et le second membre reviem à , * 

# C * A B • ' 
a. .a- ^* 



• . * " a ■ a a 



A .,^B C 
Ed effet» 

cos A 4- cos B = a cos ^"^^ cos ^'^^ = 2 sin cos ^>"^ ^'y 

po.sC-Ti. = — asiû'-Ç» • 

ce qui donne 



cos A + cosB H- cos C — I = a sîn £ f cos ^—5 J, cos ^'^^] 

. a\ , a a V 



a • a . a 
0 



4*- tangAH-"taBgB-+-tangC = lang AiangBiaDgC. 
Ot^ervoDS que 

d'où' ' ' • . 

.tftligAH-ûingB4-tangC , 

..fi=(langA-MaiigB)x/n--^ — ^ ■ „ ^ . 

• . ' ' =^(tangA.t-UBgBj ^"g^aangB 

'tanç A tang 1 

ce qui démontre la formule. ^ ' . 
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• 5* col h^Ol— -f'COU— :±ïC501 — col — col — • . 

2 !i . n .a a a • . 

Dans la formule que nous veaops^de délerminer sur Iqs lan* • 
geôles, posGos * v 

61 observons que la condition A H-B ^ i8o «tilfulne aussi 
A' ^-B' .+.€'= 180. _ - 
Nous avons ' . ' ■ - 

• A'"*- B' C A' B' C ' • 

COI— -+-cot-?-f-col — ssscol— cbt— cot— ♦ ^ . 
a a a a a a 

.ce' qtii revient k la formule indiquée, en supprimant les ao^ • 
cents. . *. ' " ' • • . 

• V. — TflÉOitMfiS D1TE18. 

274. Lasomme des rayonsdes cercles exinscrits d 'un trian^lej 
diminuée du rayon du cercle insçrit, est égale à quatre fois le 
rayon du cercle circonscris • . ' 

En effet. On a (267) 

• • r' -h -4- r** i ^ 1 , r * * ' ' 

' Q ' 1 ' g= -f- r -\ 

_ {p^h){pl^c)^lp^a){pi^c)j^{p^a)(p:^b) 

* — 2,(a-\-b-^c)p-{-ab-haO'^bc , . - 

• • . . . 
p{ob -h ac -\- bc ^ p^] '* . ' 

. - - • 

■ 

liais, d'après la valeur de a6 H- âic + 6c (271 ), ceU revient à \ 



— L d'où r'H-r 

9 9,rp- 



• • - - 



Vr = r 



275. La somme des disiançes deê ioiffifiets d'un triangle au 

r ' 9 . . 
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point de concours dei hauteurs est égale à la somme des c/ia- 
mètres- des cercles inscrit et circonscrit,^ " ' • • ^ 
On a trouvé (255) . - • 

AH = 2RcosA, BH = 2RrosB, CII = 2RcosC; 

ainsi celle* somme esl 

2 = 2 R ( cos A + cos B cos C ). 

r On a dans 10 ul triaïigle la formule * * ' 

a = 6cos C -h c-cos B; * 
de même, ^ - . 

' . 6=acosC-hccos A, c = acosB-h Acos A. •* ^ 

Ajoulanl, il vient , • . ■. ^ ' 

' * • * . 

2 = ( 2 /? — c) cos G -H ( 2/? -;- 6 ) cos B -h (2 p — a ) cos A 

* . • * 

= 2/>(cos A-+- cosB4-cosC) — (acosA-h ^cosBr^-ccosC). » 

• . • • • 

Mais, dans le triangle BOA {fifr. 79), OP = RcosC (255^), 
d'où 2 BOA = RccosC, et le double de surlace lolale ABC • 
sera ^ • • * > 

28 = R(acos A-f-^cosB-hceosC),-* 
ce ^jui donne. . ^ ..^ . . • , " 

• * iS * •* 

û cos A-h ^ cos B -H cos G = -rr- =: 2 p(cosA 4- cos B -h cos C— 1 ) . 

ou bien * ' : ' * ' * 



cos 



* 

A-f-cosB-f-cosC— 1 = ~ éi 2=îiR^! -f- g-^ = 2R-f- ar. 



i' . . 276. Par conséquent, les formules GH = 2RcosC ei 
• OP = RcosC, du n° 255, ainsi que les relations analogues, 
donnent le théorème suivant : .• 
^ .La somme des distances du centre du cercle circonscrit 

' • aux trois côtés est égale à la somme des rayons des cercles in- 
i scrit et circonscrit. , 
' 277. 1» On a ' ' ** ' • > • 

; . BF = GF col B (Jig, 79), AF = GF col L 



• « < 
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moittrtB iT FilOiliDin sut la^Tturoij. r3i 

iVioulanl, il vieni • ' ' ' , • 

u VsinB^sinA-y 6iii AsinB 

• • • • < 

puisque' '.^ C=:ito.--(A-kBJ; . .* * 

. . . j • 

CF^-aâstnAsinB; 



on 'aûrali de même les "deux autres hauteurs, 
a* •Ensuite .< ' 

IIF = CF— CH=:2R(sinAslnB— CDsCjV ' 

il reste donc ' . „ * • \ 

. • « HFs^aRcosAcosB. 

On a de même les. deux longueurs aoalogues. . î 

. .3» Qa a tfoùvé . ;* . .. 

\ BF = CFcotB;=5 2KsinAcosB, ' ^ 

en reçiplaçant CF par sa valeur [Jlg. 79); Ensuite 

" 'fF:sBP — BF=:R8ihG-^aHslnAco^B.. . 

• ' ... / . • 

MalflT comme Ç i8o<^-^( A H-B),. 11 reste V 

. FPsrflsin(B— AX . * 



VI. — DiSTAKCB DU CKNTRE DU CEBOLE CIRCONSCRIT AUX CE1<TR£S 
SB8 pSECliBS mSCEU BT.^nSORltS. 

' Lxm. — D'un cenireifO {fig. ê^ydécrivè» kn '^erele: 
d'ui^ poiti^ G dè cette circonférence pris conimè eentre^ dé" 
crivez une secende èirconfêrence jqui coitpefa première en-B 
et C : enfin d*un centre I pris sur cette seconde circonférence^ 

décrivez un Iroisit ine cercle tangent à hC. Les autres tttngCntes 

menées des points .B et C à ce troisième cercle se rencontre-* 

ront en A surin première circonférence de centre 0. 

6oii jiF pei^pendiculaire.à b6; les angles FBC, BIC sont 

égaux comme i^ant tous deux pour mesure la moitié . de 
' * • * » • '* 

9- • 
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l'arc iU^ G dans la circonférence G. Mais 

■ • • . *■ * ■ ' 

FBC = 9o4-GiiC, et mG:i= i8o" — -(li-f-C), 

# • 

en indiquant par A, B, G les angles du triaftgle ÀBG. Donc, re- 
tranchant 96 d.ogfés de part et d'autre, - *' 



0 



GBC;=9o*— i ( B -h C) = i A; 



ainsi l'arc GB = GC=&A, et l*arc BGG=:aA est capable de 

l'angle A; dont le sommet sc irouve par'conséquenvsur la cir- 
conlV'i (.Mice O, à Ia([ii('llo apparlieni cel arc. 

279. La bissoririce AI de l'anj^le A, qui p.issc nécessaire- 
ment au milieu G de l'air IJLiC, coupe la eirconlrrence G en 
un autre point 1' qui est un rentre de cercle exinscrit au trian- 
gle ABC. En effet, ce point F est déjà sur la bissectrice de 

. l'angle A; de plus, U' étaot un diamètre.4e la eirconfétence G» 
Br est perpendiculaire sur'BI; donc BF est bissectrice de 
l'angle dbA', supplément de B, ce qui démojittre la. propo- . 
sition. • ' ^* 

Ce qui précède suffit encore pôur faire apercevoir le théo- 
rème suivant : * - ■ . 

Le mUicnii de la ilislance dit rrrcfe inscrit I à celui ^l'un 
cercle exiiiscrit à un tricuigle AJiC ast sur le ceiçle. O circon- 
*'scrit à ce triangle, 

280. Soit 01 = 0 dans le triangle OGi {Jig. 85) où OG = R; 
o» a. par un théorème conn u; ' 

Mais le triangle reçUQgle LBG|^.où LG est un diamètre, (jonne 
aussi • . - ^ r 

GÎWGS'r=:3R^fil>« 

'Aiôatant Ces égalités, on a^ 

A , . V • Ô»=^R* — 2R(GF— GD); 
QT^ ÏF étant parallèle à BG, 1>F.=^ 

* Qn^iipeul encorepp5erd"=(RV-r)» — Cëtte (ormule^esi 
reroàir^ùablér parée que d ne, dépënd que de R et |le r. ; 
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281. De même, soit 1' 1q centre d'ua cercle exiuâcri^ le 
triangle OGl': donnera . . ' • « r 



- or = ^R'-h Gy .4- 2R.GÏ'. 

Mais 

6r:F<'i(279V ei GF==GF; 

"donc . # • 

a'« = a» aR (GF^H- GD j, 
ou bien , " * 

De même 

' " d''*=i R^i-2Rr', o'"»=:R>4-aUr\ 

• • . * - 

• 2Ô2. La relation ô' = R(R — 2r). (280) montre que 

. /' I ■ 

R> ar, OAi <-> 



sauf la limite, où Rs=: !irpotir 9i=:o. Or, nolm tfvons^ trouvé 

(affSj-etfara^a*) 

. . : . , .. . • •• • - î 

* r • . > ^ U 

•5- s= coa A -H cos B -t- cos C — » i = 4 sin — sin — sin — ; 

donc . • • " • . . • 

côsA-4-cosB -hcosC— s I <-} . . 

■ • - a • 

ce qui donne la double iné^lité • • 

1 <co^A 4- C09B+*CQs€<;— . • 

VU. — CfRCLB DES" NEUF POINTS. * ' t 

' ^B^* La cireonfémnce qui posée pop les milieux deê.côlé^ 
d'un triangle a un ràjron moitié de celui du cercle eirconscni 

{fig,m). ' * . • • 

En effet, le triangle A'B'C ainsi fomic a ses cotés moiiié de 
ceux, du triangle donné \\\{\ qui lui est semblable. Donc les 
rayons des cercles circonscrits seront dans la même propor- 
tion (253).- * 

284.^ Cette circonférence jfosie *parle$ pieds des hfudeurs% 
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11 suffit de prouver qu'elle passe au point P. Pour cela, obser- 
vons que B'C'y parallèle à .BC» passe au milieu de AD. Donc 

AC'=*C'D, ,oubieD C'D = A'B', * " 



puisqaeAC's^- AB. ^ ' 

Ainsi les droites CD, B'A', considérées comme hypoténuses 
égnles, font avec les perpendiculaires abaissées sur h'C du 
point D ei. du point A' des triangles rectangles qui.seronl 
é^ux^ puisque ces perpendiculaires elles-mêmes sont égalés; 
par conséquent, les angles de ^cs triangles en F et C é'unt 
.églitix, le triapgle' formé en prolongeant les c^tés CD, B'A' 
jusqu'à leùr réncontre sera Isocèle, et sa hauteur tombera au' 
miKeu des parallèles 6'C et A'D. 

Faisons donc tourner autour de celte hauteur la portion B'A' 
du trapèze B'C'A'I) pour l'applMjuer sur l'autre portion CD. 
Soit T !(î point où la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de B'A' coupe la rhiunière; ce peint T sera dono. immobile.» ' 
On voit que A' vicndia en D el B' en C, puisque V^- charnière 
passe au milieu de A'D et de B'C; donc la dislance du pointT 
au point D sera la môme que celle de T à B' et A'* • .* 

28fi» Cèttè même circonférence passe par. les milieuâf des 
distances de chaque iotnmét au point dé concours des hau^ 
tèurs, ' • > 

De plus, un de ces milieux et celui du côté correspondcuit 
sont aux extrémités d'un riwnie diamètre, , • 

Soit P le milieu de CU : les triangles AClï, B'CPsont sem- 
blables comme a^ aniraniilr romniun G compris entre les côtés 
proportionnels. Donc AH clan t perpendiculaire sur BC et S9 
parallèle B'C, ir en.sera de môme pour B'P, c'est-à-dfre que 
TangleOB'Peat droiu * 

. La éircoQférence décrite sur PC coiqmejdfaimètre passera * 
àosït en Wf et passera néeéssairementaifs^ par le piedF de la 
hauteur partant de C, puisque l'angle PFC est droit : donc 
cette circonférence contenant les trois points B', C et F ue 
sera auli c chose que celle que nous cunsidr^rons. 

' Enfin» nous avon^ vu. que CP était un diamètre. 
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. - . • 

droite qui joint le centre </{i cercle circonscrit au point de 
concours des hauteurs, .• ■ 

Comparons les triangles AOH, A'OT, on sail(252) que OA', 
parallèle^ à AU/ est aussi moUié de AH ; on sait aussi que 

TA' = ^ OÀ (288 Yr ensuite, comme lés lignes homologues sont 

évidemment parallèles dans deux triangles qui ont leursveôté^ ' 
parallèles, lès rayons circonscrits homologues TA' et OA seront 
' ' parallèles» Donc les triangieK AOU^ A'OT sont semblables ' 
comme inyant l'angle OAH^ OA'T compris^ entre côtés pro* . 
p'ortionnels. Pat cdnséqueni OT et OH seront aussi parallèlês, 
c'est-i-dire se confondront* : enOn» la proportion de$ côtés ' - 
domie encore ...... *. ' . ^ • - 

or=-oH. : : . 

a • • * . 

• 297. Le cercleT passint eîk'A-, B% C passe» coteme «oui 
l'avons-vu» par lès milieux If > PV M 4q triangle AGH» jCè sera 
donc aussi 4e cerçle des neu f p < »i nts pour ce triangle ainsi 4ue 
pour «es analogues ABH, BCH : ce sont le& trol^ cercles que 

nous avons considérés au 256. ' • 

288. Nous reconnaîtrons aussi, comme nous l'avons énoncé 
(259), qno le ceVcle circonscrit à Wl"^ {Jig,Si) est double de 
celui qui csi circonscrit à ABC : en effçt» A» B.el C sont les 
pieds dos hauteurs 4u triangle l' FI**. 

S89« Le cercle det neuf points estttmgent w cercle imcrii 
et aux cerele$exinscriU{fi%.%^y . . * . 

' * On sait -que le centre T du cercle des neuf points est au mi- * 
lieu de OH-(286] $ de pliis . ' , • . / ' 

• 0D=:AM=3'Afi • • 

P étant ici le milieu de BG. Donc BM sera parallèle à OA et 
coupera OH au mjlieu T de dl et de BM ; eû eflèc, OD et IIH . 
étant égaux et parallèlés, h'Agure ÔDHM sera un parallélo- 
gramme dont les diagonales se couperont en leur milieu T. 
Cela posé, buieul F ^t S 1^ picdb des perpendiculaire^ ' 
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abaissés des points I e| T sur ODG» la qiiuitité cbérehée 

• • • 

W = (1F— TS)'-h(DF — DSy. 
Ici DF = r, et comme 



on a ' 



DTs=r|. (283), 



4 



il reste donc, en développant, 

4- 

/ Puisque T e^t le milieu de DM, 6u a 



ensiiile 

c 

Mais 

d'ailleurs 

donc . 
« 

et 



AR _ KG 
RG = ROh-R et RO^EDrsaOS; 

• 1«._ IF(2D8+H) 
■ ^^=? r-t-lMi. 



. X)bsârvoiis ausst'que , . 

ifWiG— (r-f-DG)', 
d'où * • \ : ^ 

iF'--alF.TS3.[lT-(r^DG)»jr,^(^^ 

, • , . 

Jdais, puisque «DSsssUO, on voit que aDS-hR = RG, ei le 
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triangle OAL, OÙ ûrLssaRy. donne 



D'ailleurs 

d'où 

or, 

et il reste 



AG_RG 



FG 



IG's:GC=aR.bG, 



ou 



|>ar conséquent 



DG.RG 

.—=3- ' 

FG' 



nr - ï^'- (r-4-DG)' 
^^DG"^ DG 



2DS-f-R _ r-4-ï)G 

r-hDG DG 
1 



Il en résulte 

c;est-a-dire gu'il faiit retran^iher de ~ + r' la quantité ' * 

• ■ . « ♦ * 

OÙ l'on trouve le facteur ' \ 
On a obtenu 2DS = RG — R; ex)>reasion daQâ laquelle 



on a trouvé aussi 



DG * 



IG =GC =aR.DG: 
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l38 *• * CUAPITtB X'. \ r 

aiasî, dans cette quantité, r esi^maUiplié |>ar ^ ... 

(rH-DG)» ^ ^ 2R,DG-(r+DG)» . , 

IHi . 5G . 

•* • • • 

Donc il faut reirancherRr ei il reste ' • * • 

4 • 

R 

Pour avoir ie droit d'en conclure Tl = il faut se^rap* 

R ' 

peler .que->r(282);,on voit alors que le cercle- inscrit e$f 

'tahfient au'cefeie des neuf points et lui e^t intérieurm 
Quant à un cercle exinscril, on aura 
• • . • • , • . . • • 

\ . Tr =(rF'4-STJ»^<F'D4-DS)';. 
mais • • • ' 

* - Fp=ii»' et .rF=iUb\ 

donc, * • . . • » - ^ 

Les^calcuis seiront les mém.es que ci-dessus, puisque F' G FG^ 
seulement, au lien de • * 

on mettra son égal ^ * ; . - 

' • F'G = r' — DG. • 

On aura euûn. • . ' ' * ' ' 

TF*=~4-r'»-hRr: ou Jl' = --hr!; 

■ 4" • * 

-, 

atnsi> meerfde exins^rit n un contact ooptérieur avec le ceNth 
des neuf points. , ' - 

« a • 

yin« — TâouM vu ranr «mrr xx som m DiSTàMcn aux - 

SOMMETS D L.N TBIANGLE SOIT MiNUfUH. 
• • • 

^ 290. Supposons le problème résolu, et soit M le point cher- 
c\\é{Jig. Ô8); imagiopnii une el4i^se passant en ce potui et 
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TBÊOttfeiBS. BV PÊeptt>ES roi Ll .ill.U>r6LB. «1^9 

ayant pour foyers les"' somiriets B et C du triangle. Tous les 
lH)iniii de c(Hte ellipse donnant la même somme des distances 
pour B ei C, le point iM, qui donnera le minimum, sera sur la 
nuiniiili.' mciiée tlu point A à l'ellipse, puisque c'est la distance 
minimum de A à cette courbe. Or. nous savons que cette nor- 
n^ale divise en deux parties égales l'angle BMC des rayons vec- 
teurs. £n faisant le même raisonnement pour BM et pour ÇM» 
OB vena que les angles Âlf AME sont afissi divins en piir- 
ties'égales* Biais BMD = AME coàime opi>osés au sommet» àe 
même ' . / 

BMFsCiœ et AMFsCMD. 

.. . . • ■ • * 

Donc toutes ces moitiés d'angles sont' égales çntre èHes e^ 

Ton a autour du pointM-six angles^égaux dont chacun est, par 

conséquent, le sixième^ de quatre droits, c'est-à-dire égal à 

Go degrés. Ainsi ^ • . 

BMC=AMC;=£BMAssiao»^ - ' 

et voici la solution du problème : 

, Sur c/èaque côté du iriaagle^ décrivez un segment capabie. 
de lao degrés; ces seffnents auront un point commun qui sent 
le point cherché,, J . • . • • - 

S91, Il est clair qu'on a^ même temps résphi le problème 
suiioint : Trouver un pôint d-'oà. les trois 'côtés d'un triangk 
paraissent de la même grandeur. ^ ' 

En efTet, ils ^ont vus du point M sous le méine an£^.û6 
I20 degrés. V * 

292. Si l'un des anj(les du lriant;le était égal à i?.o degrés, 
il est clair, à cette i)osilion limite, que le sommet de cet angle 
obtus serait le point cherché. Mais si un angle est plus grand 
quT3 iio degrés, la solution précédaQté est en défaut, quoir*. 
qu'il y ait toujours' éyid^ment sur Id* plan du trùmgle ua 
point qui joubse de la propriété du mioimum^ 

Noos alloDï démontrer que le point cherché est toujours le, 
sommet de l'angle obtusj tifais nous sërouB conduits a dire 
diverses hypothèses successives. ' • 
• 293. Supposons que le point clierclié soit du même côté 
de BC que le sommet A de l'angle obtus {Jîg, ix)} : cela peut 
avoir iicu 4e plusieurs mauicrcii diU'éreutes. 
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l4o '. - GBAFirU X. 

' t« Considérons un point Mi compris dans le prolonipeinent 

*de l'angle qbtus BAC, il est dair que la somme 

MiB-4~MtC • 

désalignés enveloppantes sera plus grande que la somnie des 
lignes enveloppées AB + AC; à plus forte* raison, . 

M, A H- MiB-H Ml C > AB -4- AC. 

a^. Prenons un point M situé dans un angle supplémentaire 
. de BAC, mais en dehors du triangle, de sorte que l'une MC des- 
• droites, qui joignent re pofncaux sommets B et C, coupe en M' 

un cùlé AB. On a la ligue brisée 

. . / maVmb:;>M'a Vm'B; 

« . ajoutons d'un côté M' G et de l'autre AG; on a, à fortiori, 

. : ma+mbh-m'c>ab+ac. 

' Car le point M' étant entre A et B. et l'angle BAC ^taitt obtus, 
robUque M' G> AG , et d'ailleurs - * - . 

M'AM-M'Br=:AB; . 

donc» à .plus forte raison, » ' ^ ^ 

M A + MB + HG > AB -4r AC. 

3» L'inégalité : 

M'A-+-M'B7+.M'G> AB-hAC, . ' 

4 * * 

^ évidente d'après ce qui précède, montre que le point cherché 
ne peut pas éire non ^lus sur l'un des côtés de Tangle obtus. 
. 4* Enfin, pour achever d^ démontrer que le point cherohé 
n'est pas au-dessus de -BC.du càié de A, il faut considérer un 
point m de l'hitérf^ur du triangle f il suffira de reprendre le 
raisonnement du n» 390, c'est-à-dire d'imaginer une x^-llipse 
passant on melayanlB elC pour foyers; on irouverail, comme 
ci-dessus, BmC= ir»o déférés, ce (jui est impossible, puisque 
l'angle cnveloppaiiL JiAC^ 120 degrés. 
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THÊOaÈMES ET PR0BL6MI8 SUR LE TRIANGLE. • t4l 

^94. Si le point cherbhé était sur BC, ce serait évidemmeni 
(Jig. 9cr)'au pied de la perpendiculaire AD; mais imaginons 
l'ellipse qui passerait par oe point D et qui aurait pour foyers 
non plus B et C/mais B et A. On pourrait mener à cétte ellipse» 
du point C, une normale qui dilTèreralt nécessairement de Gù^ 
puisque CD, prolongement de BD, ne divise point l'angle BOA 
eu parties égales; ainsi cette normale donnerait une somme 
plus petite que le minimum supposé ; donc D n'est pas le point 
clierrh»'. * " * * , * " 

Enlin considi rt^us {Jig. 90) un point M situe, relativement 
à BC, du côté opposé à A: abaissons sur BC la perpendicU'»" 
laire MP qui coupe BC en N, et soit AP parallèle à BC. Les 
distances relatives à M dpnnept une somme plus grande que. 
celles qui sont relatives à N, çar ... 

MB>^B, MG>NC, 

• et l'oblique MA ^ NA, relativement à la perpendiculaire AP. 
Donc'on retrouve par exclusion le sommet A de l'angle ^ 1 3o:de- 

295. CàkuU relatifs où , problème précédenU t Posons 

if a- 88) ^ • • ' : ^ 

AM==m, BM — /i, CM=./>, - * 

0 

ie triangle BMC donne . • . . . 

a* — anpcos-iao^C 

mais ' . . 

- cos ilo*=± » 

donc • . ' * * * 

De même, 

6*3=2 /n^ 4-/?' -h m/; . et. c» = m» H- /w». 
Ajoutons ces trois égalités» on obtient 

8oil Xasm-t-n+p la quantilé qui doit être minimum; 
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on a : ' ' . 

= m* -H A' rH/»' -4- a ffui -h 9 -h fti^. 

UiHruucboiis celle égalilé de la précédeole pmlttpliée par s ; il 
resienu 

a (a» ^ 6» -i- c») — ^ = 3 (m* 4- II» -h />»); 

D'un autre cùlé les relations précédentes donnent 

Ajoutani cetif) équation aux deux autres analogues, nous trou- 
tons ^ 

* =4[(«'— «')'-*-(^*— c'jg. 

ÏBlais 

m'-h -H^' 4-2 -f- 2 m// 4- 2 = 
joutant encore à l'é^'alitd ci-dessus, il vient 

• ' * 2 

.3< m»4^ II» 4-f =^ ^' 4- ^ ( o* 4- à* 4-.C* — a«6«— a»c»_ ^c»), 

• «t comme déjà ' ' - *• 

3(m'47»'-^/?')=*a(a»'4^6».4^c'.)— 2% ^ 

« 

il reste . " ' 

• .. 

2(fl'4-^4-c')— 2»=i'-^ (a* 4- ^* 4- c* — a'c^ - ^^c= 1 
d'où 

on 'én tirera la yalçur cberciiée 

a 2» == a>H-^ 4- €^ 4- ^.V» +a*c»4-6»c<)— t(iif4. 6*4- c*), 

• ^On rejette le signe — qui donnerait 2c=o pour.acàs^'acc. 
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tHÉOâftHBS ET PROBUMSS SUR L£. TRIÀAtiLfi. l^à 

La formule semble générale» car elle tomberait seulement en 
défaut au delà de la valeur de a, qui donnerait 

ou bien 

a* -r a a'^ 6» -t* c*) H- ( 6»— C'Y i=z o, 
" • *• ' ' . • • 

on en conclut 

Les valeurs limilcs sont donc a = bdzCf comme dans lôut 
triangle: cependant, Ja formule obtenue par la Jig. Bè est en 
défaut pour A>> lao»; mais alors 2 = 6 + c (^93). • . 

296. On peut ausâ calculer séparément .les trois qugtitir 
,tésm,n, p. . , • 
On a 

étaussi »• • ^ ' 

mais la somme des trois premières relations donne le môme 
résultai que celle des trois secondes, car ces six relations 
ne suffisent point pour déteiniinor les angles, puisque rien 
n'indique jusqu'à présent que les droites concourent en un 
point M. • V 

Comme ' * ^ - 



SiQl20° 



nous avons dans le triangle ABM 

' m asîny 

• - 7^ yâ ' 

et dans le triangle ACM • 

m asiny 

Mais les égalités précédentes donnent 

• • • 



Y 
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l44 CHAPITRE X. 

d'où , . 

P'H-y = lao— A. 

à cause Uc 

^ a4-a'=A; " * . • * 

donc . 

\ p'=(i2o— A) — y. 

et l'on on liiera facilement, avec les deux valeurs de m, l'ex- 
pressiun 

9. ^csin(i2o* — A) 

Ht = 



V3. V^'-f-c^-Ha^ccostiaoP — A) 

On aura des valeurs analogues pour n et />. 

IX. — Inscrire dans in triangle trois cercles dont chacun soit 

. TÀl<i(fE>T AtlL DEUX AUTRES ET ▲ DEUX CÔTÉS DU TEIANGUI. 

• 

297. Soient M, N, P {fg. f)F ) les centres des cercles inscrits 
dans les angles A, B, C; soient PP' et NN' perpendiculaires 
sur BC, ce qui fait que P' et N' sont des points de coataci/ 
nous poserons 

de même • 

AM'=a:: 

MM' étant perpendiculaire sur AG; 
Posons encore 

a=/>sin\ay bsspsin^^f >c=^/»sin'y, 

p étant le demi-périmètre -(aH-^-hc); les angles a, y 

sont déterminés ay moyen de ces égalités. Soit alors 
* * ♦ , • ■ . * 

X = i(« + p-.--/), 

il faut démontrer que 

xs=,ps\n'{\^ct)t ' x^P^^^*i^'~'^)» • ^=iPSi.n'(X— y). .* 

298. Pour y parvenir, observons que les deux rayons tan- 
gents à BC ont pour valeurs . ' - 

NN'=/iangiB, PP' = ^ungiG. • 
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THÉORÈMES ET PROBLÈMES SUR LE TRIANGLE. 

Do plus, soil NQ perpendiculaire sur PP': il est clair que • > ' 

NQ = N'P'==fl— j-L'^.^ 

Or, le triangle NPQ, dans lequel PII = PP' et NH = NN', don- 
nera . , . • j 



NQ =j(PP'4^NN'l» — (PP'— NN')' = 4PP'.NN.'; >;r ^' 
6e qui revient a . - s » '•^ci^V-.'r;.^'*. 



a — X — z — iK/yz tang - B tang - C. 
Mais on sait que 



t.. 



' V p{p — l>l. "2 V /'(7> — 



6) 



d'où . .: * • 

lang - B lang- C = I — - = cos*a. ^. v - - ^' ^ 
On a donc * v - ; ; ; 



(I) 



7 -H « -4- 2 cosa = P sin'a ; ' ' ;*4 

• • ■ \ 

et de même, • . v .J^^ '' • 

>* x-y^z-^ 2 cos p =F sin' p, 





\ Maîntenanl, dans uri cercle de diamètre égal à l'unité, con- • 
siruisons un triangle a^ant pour angles X— y, X — {3 et tt — a. • 
(On voit, d'après Id valeur de X, que lïi somme dès trois angles ^ 
est égale à r, comme cela doit être.) l^s côtt^s^de ce triangle 
seront représentés par ' * 

et Ton aura ' . t5 

/ ' . ■ * • * • 3 

" sin*a===sm'(X— yjH-sîii'(X — ^J4-2C0Sasin(X— y)sln(>— pj; ^ 



• • ■ 



de même. 



^'^^^8ln'p'==sin'(X— y)4-sin\X — a)4-2C0sp8in(X--y)sin(X--a)» 

sin'y=r5in»(X-P)4-siii»(X--aj4^2CQsysin(X— P)s.in(X— «):. ' 



V • .? ^ » . • »... -, . ^ ' . ..^ 





le 



lia -GflAPITBa TAtOltoin* «r MOMAUM ma LB TBIiRfiLB. 

• > • • . . ■. . ^ 

.C)c, si Tou prend, comme uous l'avons dit, ^' .* • ' 

les équations (I) revionnoni aux équaiions (Hj; donc les 
' équations (I) sont satisfaites pour ces valeurs. 

399» CoHitruction géométrique. — Il faat d'abord construire 
lea angles fit, 'P,)^ i poirtrcela, soit DH = p (^*9a)eiB£=a, 
aoH BE^ perpendiculaire suir DH jusqu'à la irencoptre dé la 
' dami-ctrcoRférence de diamèire DH» |e dis'^ue rarç.DE^v=s aô. 

En effet» joignons £^H, -£'D, ce .qui donne deiîs uiangles 
Veetapgles dans iesqûels EHE' = jSE'I) 9, on a / 

D£ = DE'8in9=;.a, 

■ 

e\ dans le triangle DE' H , . 

^ : . .. . D£'==;»sin^, - 
d'où 

• . ' 4^=aj»sin*9: c . * 

liMis déjà * ». . . 

• *. . • • ' ' • éi=pp.sin'«;. ' • 

dono 9=:ûc et l'angle E'HD=^9 îiyani pour mesure la moitié 

de l'arc DE': on voit que cet arcDE'=titf.. . ' 
; On aura de même 

DF'==»^ et UU^7^,. 

en prenant ' " 

. ■ • }^^=^b et DG^c. 

Alors . .. ' ' / 

et tïortanv^'G'^ê F* en T. noU!$'aui^iM l'arc' 

• »l's=DF:-+-E'4i'3««(i.H-(afè — âyjv * 
c'est4-dlre , . * * 

Soit K' le milieu de cet arc Dl', V^trc DK' = a -h ~ y : donc, 
abaissant K'K perpendiculaire sur DU et renversant le raison* 
nement précédent» pa verra que . \« 

; ■ .* DK=^sin'-fa-+-lâ— y)==/>sin'(X-^y)=r«. 

On aura de mémb x et ^. 



L 
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SYSXËMBS DE fÛJKTS EN UGNE DRpiTE. . 



300. Nous avons yv^li ) qiie le principe ites^signes |MW;lél; 
serments en ligiae drolle .cohsislait en ce que Ti^n ftOiMl . • 

• nés? — ^1 00 ,«fr-4-^ii = o: 



Quand il s'agit ëe trois points a» en ligne iIroUe» lediéiiiie 
princffie. donne' ; • • * ■ 

. €i& 4- m; -I- ctf = o. ' '* * 



t 



'Ko-elTel,' de quelque manière que soient dispçsés^ces poiotSi^' 
on nrtiénx ainsi Au point de.^départ. 

La relation établie tt'après cette condition exister^' 
entre On nombre quiconque de segments en /ligne droite;- 
ainsi n points a, //, <•,. . .,/ donnent . . . * 

■ • • • / * • 



Supposons que cette loi'^sbit y^le pour n r-i polDis^nous' 
aurons ^ ^ ' - . . ' 

• * * ■ « • 

-h- -h . . . rl- ^rt = o.. ' • . . ■ • 



* • 



Mais les trois points a, €, f donnent 



♦ « 



ajoutant cette égaiité à la pr^édenie, comme «4-4^0^9 ô» il 
rçsie r^uation indiquée entre ;i points* - ' • ^ . 



302. Soient A points a, b^^ô^ df\ • smr une ti^dine dff«fité} 

• • * • ^ • * 
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Ijjb CHAmifi XI. ' 



â 



si l'bn prend tiiî point m 4e1, qiie *Itf valeur inverse de «a dik>^ 
Ufice ï un .point détorininé O de celte' mèflie droltê sék 

Aïoyenne arithmétique entre les vateurs inverses des points 
n, même point 0, c'es|-à-dire de manière que 

on ait .. ' , • . ' . 

, . n I * I I 1 . . ' •* » . . 

• (chaqlio distance devant être prise avec son signe), >lac Laurin 
a appelé Om la Moyenne harmonique des distances Oa, O^,..., 
etvM. Poncelet a appelé le point m le centre des moyennei 
' tefiiKM/f iMt de cés points a, ^,..>vOn dit aussi que 0 et m 
;ieni ^jmguét Mnnenifuei : cefii» généralise les nr-^SÎ» 98 
et»;. : . • 

' 9Q9.vI>aBs l'équation plus générale ' . * 



• • • , • * 

; soii4'origine en un pointai) tel que ^. « • • 

■ ; ■ ' T ■ • -T~ ■ ■ . -t~ • • • • 



se f* est très-^nd pat rapjj^n ii «i, 4? » la/^ . . « on peut se .borner * 

aux prenières puissances de ees q£i^nUu^li4 Alosi 

* «.. •• • , 

* 0) -1- X • W ,0»'. * • • 

. • , - «... 

-Opénnt -de même pour toutes les fractions* ët 'réduisant» 
ilteste • . : . . -, 

équation vraie quand 0 est à l'infini. Alors est la distance 
du ventre de grc^ité points qui optles masses a, jà» y,.^. 

* • ♦ • . -, 

„9i^. Quatre points a, 6» jc/ étant dispotiés d'une manière 
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• » ' • , • 

qôcsf^aqiie sur iiae4ltoiie, on a trouvé (i^d^ . ? 
• * » * * • * 

^ * ab.cd ac.db -h ad,bc =:o, ^ 

égalité qui pçut ^'écrire d'après hi règle suivante : La prcfnlcrr 
lettre du premier facteur de chaque terme est la mé*n\p, et lu 
seconde lettre de ce facteur termine le ternie suivant, 

30$. De là résulie aussi le théorèmë suivant: te produit 
des parties . extrêmes, plus celui de /a. ligne tjM^;enne par la 
digne totale, esà égal à celui des ^gments qui etnpiètent^ l'^n 
$ur l'auire* 

Par exemple, tes polkits ëtaoi dtspCMiés^huMHîôrdri» a» S^df 
Uté prtcédiiiite s'écrira- de la .manière sulmoie : • • 



a&*bd-hcb,ad^ab^ed>\' . * 



• d06. L'égaKté primitive peut se mettra sous lii formé ' "J* 

. ' . ** • * • 

ab.cd acdb * • * ' 

^ • . ad^bc ad»bç., . • . . - 

mais bn-a trooyé (10|) qu'uii'faisceau de qual»e 'droites A, B, 

C, partant d'un même point. et passant par les points a, "b, 
c, d, donnait la relation * * '* * • 

ah.cJ * sin(.\, B).siri(C, D) • 



ê * 



• ^ad.bo -sinCA; J>).sin(B, Ç) 

L'autre rapport s'exprimaiit de n^éme» qôus aurons . ^ 

îiia(A.BJ.si.a(C/l)).:^.sin(A,C).5ip(D, B) . ' 
* •4*sin(A;lb).6ln(B» G)icso. 

307^ Puisqu'il ^'a^Il de falsceab^ «oib pouvons malulènant 
supposé chacun îles poinls, noïfi plus en ligne àh)ite^' iHais 
placés n^mporte o& sur chaque dveite» et l'égalité- des sidus 
subslstèra toujours: Suppospns dônc ces' poïhis'sur uîhe clr^ 
conférence de cercle dont, le centre soit l'origine du (ais- 
ceau. nous aurons • ' . ' 



(l) , «-sfantfà.'slnctf «f^ 8|n!ao*.9iM^4^slniMi«sln6c «'o.* 

SI rorigine du fiiiscean esi un point quelconque de lu h'h^ 

. * . . . . 

: • • . ... 

I ■ 

• ' * • ... . 

Digitized 



• 

oûDféreuce^ il vient «; ' 



•X 



( i ) sirt . sin Cl/ 4^ si n ~ iic . sia ^ sm - ac^. 6in - 6c = «,* 
* , a a • a ' a . a 2 



• ■ • ' ' 6</ = qo», d'où — r, * ' • • • 

eile devieDt, à cause cosécssscos — ^> • 

' ' ♦ •.*.«.. 

relatiôo^entre %tù\3 points d'une circbnféreiice. 

Si Von ptenét'aii Heu du point a, m poini a' ;siiué>9Q.ëeV 
grés de distance, les slnds relatifs â a sèfoni ch^ingés eti cosi- 
*iw8 relatifs I ii', et JeS formulés (1) et.(3)-^deviendrbm (en 
suppriQoantr.^ccent devenu inutile ) • * , • 

(à) ^cosab.9\ncd'hCùsac.9àndb'heosmd.siAbc=so. . 

pi . ' • • . • *. . .»•*.. 

(tl) . ' e6s4csc«sa6.eos<f^-^9in«i6.8iiiAi9.-' ' ' 

' ■. • ••*••, _ , 

it est facile de Voir que, suiviantja poçltioQ relative des points», 
les. formules (3} et (S) ddonent 

' • sin(a;;t|3)s=:smaC(0S'â.d:sin6cosÂ, 
*et 



jC08(a^^}==:cô«oecosr^qf:«in^sina.; ' . ' f ' 

. 309. IVenons *l a formulé (a) souS. la forme iiidiquée tu 
ïi* «05, t'e$t-à-dire écrivons • ' * ' 



f . - I > 



. ' siB«î^'àc.slri-dfi'='slniii6.sin-ci/-|-sin^éi</.sin- 
., • a. . \ a \ : a • • .a . a — . a ' 

• • 

en adintniaiii qurî les arcs ac et dh cmpièlenl l'un sur l'auire. 
Alors les droiles «6, bc, çd\ ad serunl les c<) lés d'un quadrila- 
tère inscrit dont ac et 6</ seront les diagonales. Mais, dans la 
formule précédente, les sinus sppt les moitiés des cordes cor- 
,i^pspondantes; par conséquent» fimns un fuifdfiiafèr^ N|ici«l, 
le produit jdes ^4iag9nale$ mi égai à ia somme .des produits 
é^s côtés opposés.' 



» • . • 

* 



Oigiftzéd by 



aro. J«i9M«te,iio point ^uelcomiUiB Ô m .4<Mniiiel5 X.B^ 
C, B (Tun ^dril«tère, là formule des sinus (dp6), étant rouir 

. lipiiçe par ^ OA.UB.O^.OD, donnera» si Ton fonge què Taire 

> d*un triangle a pour inosuro la nioiiui du produil deux cô- 
lés muliipJié par le si u us de 1 angle compris, la foriuuie siû-. 
. vaille * . ' / " ' . ' * . ' * ' 

;trgJlO|r. lff«.GOB -h trg. AOC . trg.DOb -t- trg. AOD: irg.BOC =5= o. 

^ Si le quadrilatère est convexe et si l'on compte Jes angles 
«ans ûn sens déterminé afio' de dpnner 4eâ signes;au\ suribces 
.des triangles, cette formule reviént au tbéorèiae sutvaiÂ r 

4Î1 ipi point pHs dont le flhn d%H quadrilatère connexe est. 
regardé cûmme le sommet commun de six triangles ayant 
. pour bases les côtés et les diagonales^ le produit des surfaçes 
des triangles qui ont pour bases les diagonales est égal à la 
somme ou à la différence des produits des aires qui ont pôui* 
bases les côtés opposéSy . selon .que hpmnt éêi dekqkê'au , 
dfou i'imtjériéuiiêktqnadi^làièrê», . 

JV. — ThÉORÈHB afiMÊSAL. • • . I . 

311. Etant pris sur une même droite a points a, 6, c,. . 
a4 a — 1 points p^ ona Ja relation " 

.an.apt.. hm.bn bp.,, \ 

• • • C5 I • - • 



' ab.ao.ad,.,- ba.bcbd.:, 

. ■ • • • 

' Nous allons prouver qiie, st eettfe relatien est vraie pour deux ' 
si^stèmes de- a — 1 ot a — 2 points, elle sera vraie aussi pour 
' le système proposé do a et a~ I points. ' ' * ' * . " " 
En pffel, si l'cMinulion proposée n'est pas identique, qucts 
que soient iqs deux systèmes, on peut regarder tous. ces' 
points cpinine filles, à l'exceplion4'un seul qu'on chcrcl^et^ à 
^ . tléterfirfQer maniéré que l'équation soit satisfeite. On peut 
c^oteir ce poiitt'daiis celui des sys|èmes.qae l'jpn .voudc*» ^ ce- 
SjSra le poloi^'m.'Ce polilt se détemioera pa^ une équation du 
premier degré, j^uisqu'll ne flgure:pg8 dlias les déftomhMife u pray 
e\ qu'il n'entre que daps un segniènl de chaque tniméraieur.' 
{Bu reste, uii scgineiU'iel (jue bm, parijini de iht peut se ra- . 
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Cela posé, il ne devrail exister qu'une seule position du 
point m. Cependant, si Ton fait cojacider ce poiot avec Ton 
.quelconque de ceux du prenâer qrslèniey oii 'séUsdiU à la 
questioik : en effet, si c'esl» par exampley» avec le point a, 
d'où m Si; o, il wté» iuiisqiie èmssAoy etc.,. la relation 
' Biiivaiite: • • 

■ ' ' ■ hn.hp,-. . • ■ " ■ ■*•..■ 

■'. . =• bc.hd... ■ • . 

ei cette relation est vraie p^r fa^thèse» j^nisqii'eUè a, Heu. ' 

entreft— points^, iif,..% éta-^a. points a, i», . 

: On vérifierait .de même iilie m peutcoIncMer avec . 
' donc il y.aufaitau moins jk positions de m* t^idis qn^il tted&- 
^ • Vialt y en avoir qu'une seule.' - ' " ' 

Par conséquent, la relation générale est une identité, car 
étant vraje poun deux points. a, ^ et pour m qui donnent ^ 

OU bien : 

• « . . * 

(tin bnt » . ■ 

. •■• • V "3 +15-'' • . . ... ■ 

' eUe sera - vraie potir troispdint8^a» K e d'un. c^. 'et pouf 

deux points' m« n de l'autre» .et ainsi de suite. * * - 

* . • _ » • 



- V. -r*Cfl«i>gCKifCMs'itoi.TasoaiMi fWÈ m m t.:' ' *• ' 



. 3f8. Si l'on suppose qVun des poinis du. second systèmct 
ii^r exempte, le point pf. aille à l'infini» on peut préalableinent 
.diviser par ap toute . l'équation obtenue, ce qui'Çiit dispa- 

-, rallre a» du premier dlenibM, èt^aussi des auti^s, car ^ s» t, 

....... • V , . ^ 

i\ p est à/nnfiiii alors aussi le' seconde tiiemlM^e — =sa; 

JU'pqua)ion Revient dqnc ^ . . '• 

am.afi hwtmbn 



• ; • . am c — . 

-4- ■ I -f. , . . = o. • : 

• • • JWn . M^f hé» . MA , « * 



• \ 
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« 

C'esl une peUlion t'iure des points en ligne droite, doiU a d'un 

premier s^stènie et a — 2 d'an second. .* * " 

Du reste, comme on peui.^supposer que d'autres points du 

A^i^dsyUèmipiBiUent ausiÇf ^^^^ cette nouvelle équation ^ 

est Traie ^ur uq nooifcre i^oints du second éfenkmef intéh 

rieur à « — u: ♦ . 

' . Eqûb, $itOtts les points dû secpnd stôme TOotà Tiiir 

llnu^ -où iltiirve entre an nombre quelconque de points a, ht 

c, .4,. ^ en ligne diui le, la relation • . * • 

« *•"•.' *. "** 



it6«ac*iMf.J. ba»bc.bd»%4^ ta,cb,{^*,i ' 

• . . • . , •* • -, . - 

314». Si toils les'points du- second système vleimeni s éolè^ 

•eider en nû seul m» la foitnule dt| n* Sli dc^vleiii 

> ■ ' . . ». • ... 

' ' j i .^^7^^ 1 .*=i - • - 



ei la fomulé du n" 819 deviendra aussi 



« ■ • 



ob.acàdK' f ba,bc,bd**m . . * " V 



ICL.noniiMre c yariai|t'dep«'fs i jusqu'à' t . 

' « * * . ' • 

. • • • 

* ..VI. — Point sitoé Hoas db la droite. 



«. 



•» • • - • • 

315. % les nombres j» — jl et or— i — e soht pairs, les for* • 

" .mules du dernier numéro sont encore vraies, même c^uaiid le ' . 

poin]^ m est en dehors de la. droite. £n effet, soit * ' < 

• . • • » 

d'où (a«ir~' = L(amJ»f, 

et indiquons par m, le pied de la perpendiculsiire abaissée du 
point m sur la droite, on a . " • . '. 

j^r conséquent, . '* \., . /• * 

• • • 

^ • • • ' . / • 
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l64 CMAriTRl. JU. f liVtÉlB M rOlIfTC ni^^Mll J^B^TIi» 

> -, ^ — j — = > -T — i ' -h y (/«/«,) 



ITaprès-hi preinièra.foniial^dtiii'BU, ooa * ^ 

- éUab.ac. mL, • . ' 
. puii>c|ue «—.I =2y; mais, d'après la seconde, ou a 



2: 



a6 . ac , ml- • • 



=0. 



.pqUque — !]t< 1^ èi il en seiîi ^ m^me, à* pluâ forte 

raison, iH>ur louies les autres sommes; U resie donc 
• _ • ■ . • . . • * *, ■••'»•.'* 



* • « 



c*esl-à-dire ' . , 

ab ac ud,,, haîbc.bd, . , ca.cb cd,.. 



316. Ainsi, soit a lé nombre des points a, 6, eA li^e 

droite, la formule précédent» exlaie *poar^iui' peint, ni en. de- ' 
bôr» de cette droite, dans le cas où ay = i . Dans 1#caji oii 
■ ay < a ^ I , la seconde ConiHile' du* donnera' . : / 

(^m)'''^ (cmf^ [ 

4tb»ae,ad»,* ~^ ba^bcrbd,,. ciik,cb*cd* . • ' * *^/» 

-317. (k)ninie cas pai lirulif^r. posons y=i dans la formula 
du ti^ 315, ce qui suppose trois pointât 6^ c en ligne droite, * 
U reste. 

"* * STTô ctf.e* • . . 

cé qui revient à - . - 

. , {pfn)\bcri'(bm]\v<*'^{cm)Kab'h iià.bii ca^ o. • 
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CHAPITRE XII. 



DROITES MOBILF.S. TRIANGLES HOMOUXiigUES. 



I. — Description d'cne droite par points. 

318. Étant donnés un angfe ASA' [Jig. 93 ) et deux points O 
et Çy en ligne droite avec son sommet ^ si autour d'un point 

-• fixe p on fait tourner une transversale qui rencontre les côtés 
de t^a^ngle en a et a' , le. point de concours m des droites Oa, 
O a' engendrera une droite. 

En effei, les lignes telles que paa' délerminaul sur les côlt?s 
de l'a^igle donné des rapports anharnioniques égaux (98), on 
a sur ces côtés deux séries de points a et a' (102) où le som- 
met S est son correspondant à lui-même. Donc OSO' réunit . 
deux rayons homologues dans les faisceaux O et O' dont Oa 
et Oa' font partie : par conséquent (109), leur intersection m 
sera sur une droite fixe. 

Joignons pO qui coupe SA' on p et pO' qui coupe SA en 
la construction générale fait voir (|ue p al n sont sur celle 
droite, {f'oir une autre démonstration, n" 392.) 

319. Si autour d'un point fixe p on fait tourner une droite 
qui rencontre deux droites fixes SA, SA' [fig. çy\) en deux 
points a et et que de deux autres points fixes V et en 

. ligne droite avec le premier, on mène des rayons ù ces deux 
points respectivement, le point d'intersection m de ces deux 
rayons décrira une ligne droite passant par le point de con- 
cours des deux droites fixes. 
En effet, les points a et a' marquent encore sur SA et S.\' 

• 'deux divisions homographiques; par conséquent P et P' sont 
les sommets de deux faisceaux homographiques aboutissant à 
ces^'divisions. (]es deux faisceaux ont deux rayons coïncidents 
suivant la droiip PP', dônr leur point d'inlcrscciion décrit une 
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»»• * 
' Upiè droHe -eir cemme, dan»- ewè, ^em illvisioiis. Je 

" -point & se correspond & lui-|kîéine»*pii vdk; 'qi}è Cjsfite ligne 

droite est , mS. . ' 

•'320. Les rayons P^, Va' ronconlreul los doux droiles SA', 

SA^respectivement en deux points a, a', et la droite xoc' tourne 

» muitour d'un point Jixe ISiâitué âur la droife f PP. Car les fais- 

eeaia P eii*\ éunt hoip^gniphiqués^ le seroiH dâns -un sens 

comme âaiMi r^Hiilfe, c'eslrà-dlro que les points «^et marqué- 

' ront des divisions hpmogrephiques |iti^ les côtés de l*aiigle ABk! 

* dont le somjneji S sèra^^core . homologue à lui<^éBie. Ainsi . 
régaHié des rapportsIanharmoRlques tets, récipro(|oeinéhtà.ce 
qu'on a Vu dons le n" 98, que les droites telles que con^ 

. courront en un même point, et re point est sur la droite pPP' 
; parce que cette droite est elie-meine une de? positions de la 
droite aa'; • » - . *• 

' Si F se confon*d avec P, et par consequept ayec m, les droites 
tçUês que côncoureht 'toujours en^ un* point.. K placé 
..sur . :• . */ ' ' . : . 

' ' 92.1i On peui cpnsidérer le' trlaiîgle ytaiMe'^ànu^ (fig. 94 ) 

. comme formé par trois côtés dont chacun passe par un des 
trois points fixes p, P, P', tandis -que deux des sonunots et «' 
glissent sur deux droites fixes SA et SA' : alors le théorème 
, précédent consiste en ce que le troisième sonùiiet m est aussi 
sur une droite fixe qui passe jpiar le potQi <le poacQucs $ xies 

, deux premières* " . . * 
. Ce théorème, ^ui résiiiite dix/^oiiiimy d'JÉuçltdéi.est géii^ 
raKsé par Pappus dans l'énoncé suivAn^ ' ,,v' ' .* " 
' Étant donné un polyç^one de n tiÔiés; 'ii on fé' défbfiiîe en 

. faisant tournér tous ses côtés autour d'autajit de pôles situés 
en ligne droite, de manit're que tous ses soïnmets, moins un, 

* gtisscnt sur des droittfs Jixes^ i" le dernier sommet décrira une 
ligfie droite; 2° le point de concours de deux côt^és ^uetconqines 
'nen contigus. décrira oittêi une dipiU{Jigi^)', . . . 

.8oleBt..a» a'; a\/,»,/aw lé0'Afomjh(ie|&,d«.polyg^^ 
les Ift5:6%è8«»fti «ur«. • ^«to\wii^t^um 

'P*y*;.», situés'éo- )lgne droite» tanjlis que seS'A-^i premiers 
»omimets /i, a',..., glissent sûr n — i drokes A, A',...; je . 

* di^ que ie deifljei sommet a» décrit une ligue droii,e çt ijue le 



* 
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point <le concours de deux côiés quelconques, tels que aa* ei • 
a"ar ^ décrit aussi une ligne droite. 

En effet, deux côtés -consécutifs tels que et a' a", qui 
tournent autour de deux points fixes P, P', forment deux fais- 
ceaux homographiques, puisque leur point d'intersection glisSe 
' sur une droitë A', la droite PP' étant un rayon commun de ces 
deux faisceaux; cela se voit comme inverse du n° 109. Pareil- 
leraenl/le côté suivant (fa" forme autour du point P^ un fais- 
ceau homographiquo à celui qui a été formé autour du point P', 
et, par conséquent, à celui qui a P pôur sommet; et ainsi suc- 
cessivement pour les faisceaux formés' par les côtés suivants. 
De sorte que deux côtés quelconques forment, en tournant 
autour de leurs pôles fixes, deux faisceaux homographiques 
dans lesquels la droite PP'P". . . est un rayon commun. Donc 
l'intersection (fo ces deux côtés décrit un^ ligne droite (109J,^ 
ce qui démontre les deux parties duthéorèrpe. 

U. — Droites concour\ktes en ln point. 

322. Étant donné un anf^le XSA' ijig- 93), si autour de deux 
points 0 et 0' enc ligne droite avec son sommet S on fait 
toutner deux . rayons dont le point de concours m glisse sur 
une droite fixe npy la droite gui joindra les points de ren^ 
contre A, a' des deux côtés de iangle avec ces deux rayons 
passera par un poinijixe p. 

Celte proposition est évidente comme reproduisant, sous 
une autre expression, le théorème du n" 318. 

323. Si les trois3ommets d'un triangle ama' (Jig, C)^} glissent 
iur trois droites Jixei SA, SA', S m concourantes en un même 
point, tandis gue deux de ses côtés tournent autour de deux 
pointsJix.es P et P', le troisième côté aa' tournera autour d'un 
troisième point fixe p en ligne droite avec les deux premiers. 

Ce théorème est encore évident comme étant une expres- 
sion inverse du théorème démontré n° 319, tel qu'il est énoncé 
au commencement du n°321. 

32i. Ci' ihéorcnie s'étend, comme il suit, à un polygone 
d'un nombre quelconque d<i côtés. 

^ Étant donné un polygone de n côté$, si on le déforme en 
faisant glisser ses n sommets sîir des droites concourantes rn 
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ttn même point/t0néi**gue n i de ses rôlt s touruent dutoiir 
df^ n — I points Jtxes piis arhitiaircmenl , te n''"" côté" du pol)^ 
go/ia tonrnera auioiir d'un^pouU Jixe, uinù.que chacune dfi 
ses diaf^onnles [Jif^. i^). ' * : ^ .... 

• éoU^^iToi... lepolygonedooitessoaimeUa, a',a\«.:, 
.glisaênC swf lès énù^ AwA't À,",, • loiites cdDcowrûitès en 
un même poiiiift;«Mi(fitf qjiie J«bm — i oôtésoo't «i^ô^y^tf^»: « 
toarneiic amfoiir -{Hiliits F, PS . . . pHs^arbilnif rèoMiit. 
^ db que lé dernier e/Ké aon pa^ser^ touibons par un mèine 
point, et qu'il en serfi même d« chacune des diagohales, 

. lelles que . . . ' ' * • • 

Kn effet, deux points coptigus «" marquent sur deux 
droites SA', SA " deux divisions lioniogpaptiiques dont le 
"p^t S .e»l -un point commun, puisque le côté a'a" io%kraft 
.euUMird'tt» point i^' (98}. Pareilletnefit, 4e poini. suivant oT 
^ maïqUfi'Snr Ja droite 8A* «ne diyislop fui és|lioâiegBapihlqu« 

• i.ia'divl9ioa marquée ^nr Af^ et, par conséquem/. k e^le qui 

• est marjquée-'sjur dniUe. A'^ ei aiô^'de soHe'. ponc detfr som- 
mets querconques forment sur -les deux ''droites ^uTIh fiar-^ 
courent deux divisions homographiqucs qui ont un paif)t com- 

: mun en S, point de concours de ces deux droites. Donc la 
droite qui joint ces deux sommets tourne autour d'un poini 
' fixe, ce qui démooire-}es deux parties^du tliéorèmcu " 

« ' 111. --^ TaiAlKOM» BOfâ^LOoiQuas*. 

. * ,325. Los tiiéorèmes qui précèdent, relatifs à des triangle^ 
ou'pQljfgones variables, nous amènent nstlurelicmeu^ à coûsl- 
.dârerles triangles qu'on appelle Aomo/o^'^nM, et qtii se cpr- 

. respondent l'un à f autre dans le^ circonstances que nous 
alîonsétudier. * ' * ' ' . \ \^ ; - 

' Quand deux Irictngles ont leun SQmnIeii éeu» à defix sur 

'\ trofi dra/(te$, eoneeuranies en un- même points leurs ^4iàiés se 
jvnconirent, deux deux, eh trQU,poititsMtuès éhfîg^e droite 

Soient ABC, ahc 1rs deux triangles dont les sommets sont. 
• deux à deux, sur les trois droites A<7, BA, Ce concourantes en 
un même point S; je dis que les trois côtés AB, BC, CA du 
•premifr rencontrent respécMventciit les trois cpié9.ab^.be, Vyi 
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rlu sécond en trots points y» on ^ situés en ligne droite. 

En effet, puisque Ce, A a, Wb passent en S, ces droites 
seront trois rayons d'un faisceau S que nous compléterons 
par S/, et ces droites diviseront dans le même rapport enhar- 
monique leâ directions fl^ et AB (98) : soient donc d et 1) 
les points où ab et AB rencontrent Ce, les points t/, y ont 
Je même rapport anharmonique que les points D, A, B, y. 
Par conséquçnt, les deux faisceaux cd^ c^, cb^ ry et CD, CA, 
CB, Cy sont bomograpliiques, et les deux rayons homologues 
. cd^ CD sont en ligne droite : il en résulte donc (109) que les 
points a,. (3,. y où se coupent lés autres rayons homologues 
sont en ligne droite 

326. Réciproquement, si deux triangles sont tels, que leurs 
côtés se coupent y deux à deux respectivement, en trois points 
situés en ligne droite, leurs sommets sont sur trois droites 
concourantes en un même point. 

Il suffit de renverser le raisonnement préc^îdent. 
■ Les trois points «, .p, y étant en ligne droite, cette droih' 
est coupée aux quatre mêmes points par les lignes cd, ca, 
cbycy et CD, CA, CB, Cy. Donc Jes faisceaux €, C sont ho- 
mographiques, c'esl-à-dire que les points d, a, b, y et leurs 
homologues D, A, B* y ont un même rapport anharnionique. 
Par conséquent, les rayons cd, CD étant en ligne droite et le 
point y étant commun à deux autres rayons homologues, lés 
droites Acr, B6 concourent sur la ligne Ce. ' 

327. Lemme {fig. 98}. -^Étant pris sur une première droite . 
deux points A, B, et sur une seconde deux points a, 6, et 
étant menées, les droites \a, BA qui se rencontrent en un 
point S; si l'on fait tourner la seconde droite nb autour de 
soh point de rencontre y avec la première, le point S chimie 
de position, et alors il arrive : 

1** Que la droite menée par le point 9 parallèlement à la 
droite ab dans chacune de ses positions rencontre In droite AB 
toujours en un même point I; 

9.° Que le point S décrit un cercle qui a pour rentre le point I . 

En eftet; malgré la rotation de la ligne ab autour du point y, 
les distances de <7 et de ^ à y étant invariables, on pe!ii regar- 
der le point S, dans chacune de ses positions, comme le somT- 
mèl d'un faisceau par lequel les droites AB, ab sont divisées 
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homographiquemenl : ici A correspond à «, H à b, y à lui- 
mcme, el enfin, SI élanl parallèle à <i6, le point 1 sur AB esi 
le correspondanl de l'infini sur ab. Or, nous avons va (103) 
que irois points correspondants A, B, y et a, y sur deux 
droites liomopraphi(|UCS suffisaient poOr trouver sur la pre- 
mière le point 1, .correspondant de l'inlini sur la seconde. 
Donc ce point 1 est constant, ce qui démontre la première 
partie du lemme. 

Quant à la seconde, les triangles semblables SBI et 6By 
donnent 

ou SI= ^ 
by By ^ By 

Cette valeur de SI étant constante, le point S décrit un cercle 
qui a pour centre le point I. 

328. Le numéro précédent suppose que la Jig, 98 est tou- 
jours dans un même plan. 

Si, au contraire, la droite «A, eu tournant autour de son 
j)oint de rencontre y avec la ligne immobile AB, passe dans 
des plans différents, cette figure pourra toujovirs se construire 
dans chacun de ces plans et SI gardera toujours la mémé valeur: 
donc le point S décrim une sphère ayant ie point 1 pafur centre, 

329. Étant donnés deux triangles homologiques, comme 
dans les n~ 325 et 3^6, on appelle ojre iVhomotogie la droite 
où se coupent les côtés correspondants. Cela posé, nous dé- 
montrerons le théorème suivant : • . ' 

. Quand deux triangles sont homologiques, si l'on fait tour^ 
ner le plan de l'i^n d*eux autour de l'axe d'homologiey tes 
droites qui joignent deux à deux leurs sommets homologues 
concourent en un même point, et ce point, variable de posi- 
tion\ décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe 
)d'homolagie ifig. 99). . • » . . . 

En effet, si l'on fait tourner le triangle acb autQur de U 
droite «(3, les deux droites AB, «6, qui se rencontrent ert y, 
sont dans un même plan, et par conséquent les deux droites 
Ka, Bb se rencontrent, puisqu'elles sont dans co plan. Pa- 
reilleirient la droite Aa rencontre la droite Ce, et ceUe-cî 
rencontre, la droite B6. Or, ces trois droites Aa, B6 et Ce qui 
se rencontrent deux ti deux i^e sont pas dans un même plan : 
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DROITES MOBILES, TRIA?(GLRS HOMOLOGIQUBS. l6l 

il s'ensuit qu'elles se renconirenl en un même point S. 

Menons par ce point, aux trois côtés du triangle abc, des paral- 
lèles qui, étant dans un même plan parallèle à celui du triangle, 
rencontreront les côtés de l'autre triangle ABC resté fixe en 
trois points I, J,. K, situés sur une droite parallèle à l'axe 
d'honiologie puisque cet axe est l'intersection du plan 
de ABC par le plan de abc^ parallèle à celui qui passe en S. 
D'après ce qu'on a vu (328), ces trois points resteront fixes et 
seront les centres de trois sphères sur lesquelles se mouvra le 
point S. Donc ce point décrira un cercle, intersection coni- 
naune de ces trois sphères ; de plus, comme elles ont leurs 
centres sur la droite IJK, cette droite contiendra aussi le centre 
de ce cercle, dont le plan sera aussi perpendiculaire à IJK, 
ainsi qu'à sa parallèle «(3/. 

On verra plus loin (370) une démonstration analytique du 
même théorème. 

330. Les trois droites Art, B6, Ce concourant dans chaquo 
])Osîtion en un môme point S de l'espace, les deux triangles 
sont toujours la perspective l'un de l'autre, ce point S étant 
la position de l'œil; on a donc aussi l'énoncé suivant : 

Quand on a mis en perspective une figure plane sur un ta- 
bleau plan, si l'on fait tourner le tableau autour de la ligne 
de terre {on appelle ainsi l'intersection du plan de la figure 
par celui du tableau)^ les deux figures restent en perspective, 
et le lieu de rœily qui change de position dans l'espace, dé^ 
crit un cercle situé dans un plan perpendiculaire à la ligne de 
terre. . ' ■ 

IV. — Notions sur les figures, homologiques, 

331. Il est évident que Ton peut étendre, comme nous ve- 4| 
nons de le faire^ les résultats obtenus sur des triangles à des 
polygones et à des figures quelconques. Mais si le plan de la- • 
seconde figure abc finit par s'appliquer sur celui de la pre- 
mière ABC, il n'y a plus perspective proprement dite; cepen- 
dant, comme les droites AB, BC, CA rencontrent toujour^i leurs 
homologues ab, bc, ca sur la droite fixe les droites A a, 
B^, Ce concourront toujours en un même point S (326) qui 
sera, sur le plan commun des deux figures, la position limite 
de l'œil. 
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1^ cmtkvmm xu.^^won» uùtWf tmàvmê sovoLooioini. 

' On aura donc sur un plan deux Jignres telles, que les côtés 
correspondants se couperont sur une droite fixe, et que les 
droites qui joî fanent les sommets correspondants concourront 
én un point fixe. On les appelle des fif^ures liomo logiques* 

La ëroiie fixe est Y axe dliamùlogie» et Le.p6iat de concours 
, est le êeiUM, 4 'homologie. 
' tSi^fÙ^^ Poncelei» qui ^ donné ées définitions» 

iéé10àii4§^SMj(^ son Traité 'de$ Propriéiéê projectw^ det 
figurât; Ift-^plll^ figures honfologiques sous un^anlre 

joint de voel"^*^" * • ' 

Mettons en perspective, sur un tableau plan, deux figures 
homothétlques coqtenues dims un môme plan {fig'^^)\ il sera 
facile de reconnaître que les perspectives de abc.,, et de 
. a' b' . . . jouiront des deux propriétés qui définissent ( 331 ) les 
figures homologiques. l>'aiM)jrdy imaginons la droite qui joint 
la position S de l'œil au centre de similitude 0 des figures 
ltioiDotliéii4ue8 : nous mirons ainsi la perspeietiTe 2 dm point O. 
Cooime-Oa passe aussi en ^» .le plan deâ droites et 0« 
coupera le tableau suivant une droite qui èonttendm à la féis 
la pers(pective de a et œlle de tt^ e'esi*è-dire que le point 2 
^era le centre de similitude des deux figures. 
* Pour achever la démonstration, observons que les parallèles 
aby afb' sont projetées par les deux plans Sa6, Sa'b' qui se 
coupent suivant une droite ^A, évidemment parallèle à ces 
lignes; donc SA ne rencontrera pas le plan aba'b' où elles sont 
~eontenuefS mais coupera le plan du, tableau en un point A, qui 
sera rintersectioti des projections de ab et de a!b\ 

Cbaqo^ couple de coûtés par^lèLes» dans las figures homo- 
thétlques, donnera ainsi une. droite analogue à SA, et l'en- 
semble de ces droites» étant formé de' lignes parallèles a un 
même plan, sera un plan parallèle à celui des figures homo- 
thctiques. Ce plan parallèle coupera donc le tableau suivant 
une droite parallèle à la ligne de terre, et (jui contient Tin- 
terseclion A des projections d'un couple quelconque de côtés 
parallèles; donc celte droite sera Taxe d'homologie. 
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CHAPITRE XIII. — PIOURES ROXOLOGlQiniS. l6i 



CHAPITRE xin. 



1. — r FORHULH OtlltEAUS. 

• 3^'i>'«|nr^ la définition des figures liomologiiiués (331), il 
est fiidle de résoudre le problème vivant ; ÉUmt donnés lis 
éié/heniê de Ckômoiogiê et un point de. l'une des figwes^ 
trouver le point eorreêponddnt de Faùire figure {Jig, loo). 

Soient % le centre el »P Tsite' d'homojogie ; soient a et À 
deux points correspondanls, qui soni placés, par conséquent, 
sur une droite passant én S; enfin soit h un point de l'une des 
figures: il est clair que, pour avoir son corrospôndanl B, il 
faudra joindre ab qui coupe a P en a, joindre a A qui coupe 
en B, et que A sera le point demandé. 

33^. Cette construction peut se traduire ep cakul'pour doti» 
nèr les formules de l'homologie. Nous prendrons pour., axe 
des x ht droite SaA ituLeoupe Taxe d*|iomologle eq et Taye 
dês^ sera, la 4|»ra11èlér menée' du. centre S à Taxe d'boirioi9gJle : 
nous poserons SP Sa s= SA =r d'/et enfin x et ^ semt 
les coordonnées de ^, el.r' celles de B. • . x 

Cela posé, on aura évidcninieni . ... 

(i) » ■' * • ' £'=21. 

Ensuite, soit «P ^ h, les triangles m J?» abn donnent 

• * ' ^ — P — . " 

X X — ^* - • 

de même, les triangles AotPy ANB donnent aussi 



II. 
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1^4 -cBàmmÊ lin. ' 

divisant pour éliminer h, il reste ' ' ' 

Nous dloos exprimer ei/^ea fonction de x' ei de car 
l'éqoatlon d*une courbo m i? el /* donneii ainsi celle de la 

courbe homologlque en eiy'. \ • 
Il vient donc 

d*où 

Pe i^ 00 lire 

M|«èi céla, régallté ( i ] se f^aità " 

' et il Aiut bien otwerver'que le numérateur du dernier mem- 

iweçst constant. ' / • 

6i l'oriifine» au lieu d'être le cemre .d'bomologle S; était un 

point quelconque les coordoniiées du point S étant jr«, 
. les formules deYlendraient : ./ 

les coordonnées gardant encore la même direriion. 

335. Nous allons maintenant démonirer que si les coordoa- 
néeâ des points correspondant^ de deux figures homologiques 
sont liées; pour un certain s^sîéme de coordo/inées,.par deux 
relatlQnsdetalbfnM^ / 

(S) r—r» ^ -y — _ ' 
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«oui MiUè syslème d« tfi^lMM|é6i- Mi i àib i à ém éqUftU^Qf 

de la même forme. . * ..*♦*'-'•' 
• £n QjHjety posgns ^ ; « - * 

il en résalten 

. «^(X-X>)-^y(Y--Y.)' _ «(X — X,)4-j3(Y — Y,) 



AlOFS . • V . ^ 

«( X - X. ) H- P( V — Y. ) = X' - X*> 4- ¥' — Y.), 

ei 

. <<(X— Xi)^.P'(Y--¥ri = Aaf(X'--Xt>H-A^'iy'-rV*^ 

* 

Multiplions la première égalité par p', la seconde par p, et 
retranchoQs; ea supprimant le facteur commun a ^' — a^^» il 
vient 

* - X-X,«fA(X'-X.), 

ou . . . * • . ^ 

. Y--Y. " . ' / V •* 

X — X, _ Y^Yt _ î '// 

X' — X. "~ Y' — y. LX' -H M Y' ^ N * ' ' . * 

« 

qui présente la même forme que les équations (5}« 

En divisant les deux tei!iaa68 du dernier membre par d (d' — p) 
dans l'éqiiaUion (4)» trouve da cai particulier -des éqoa- 
Upns (5} qiri, par conséquent» repriésentemrbomoloi^e d'une 
^ manière géîiérale. 

886. Maintenant nous allons» au eOntralrei prendre ces équa- 
tions (5) comme définition de l'homologie, et en conclure Tes 
propriétés géométriques exposées au n" 331. 



de même. 



et enfin 



i66 cRAPiTifi xin.' 

D'abord on reconnatira {\[}'une droite d'un système carres- 
pond ù une droite de l'autre; car si la fonclion en x el y est 
du premier degn'*, la fonclion en x' el y' que l'on obtiendra, 
fin remplaçanl, d'après les équalions (5), x ci y par leurs va- 
leurs, sera aussi du premier degré. En général, le degré des 
lignes ne change pas par riioniologie. 
• Ensuite, les points communs aux deux systèmes donnant 

.r=:x', y=y'y 

les équalions (5) reviepnent à * ' 

S . • - f • f . • , . • • 

l~ — 1 

' . • • /jt' H- my -I- » ■ • ■ " 

c'esi'à-^lire que l'on a ' : ^ . . 

Ar' my -h n = I , ou bien Ix -h my 4- m ==.i . 

C'iBsî l'équation d'une droite qui sera Vaxe d*'homologie; car 
il est clair, à plus forte raison, que les droites correspondaDles 
des deux systèmes se couperont sur ce lieu géométrique. 

Enlin, deux points correspondants sont sur une droite qui 
passe par un centre constant d'Iiomologie représenté par j:,, r,. 
En effet, les équations (5) donnent ^ 

X X» X X^ ■ 

* " • . ■ . ^ . ■ • ■ ■ . 

• ■ * 

c« qui démontre ce dernier théorème.' 

337. Nous venons de voir que l'axe d'homologie est géné- 
ralement le lieu des points qui se correspondent à eux-mêmes. 
Cependant, en dehors de cet axe, le centre d'homologie est ù 
lui-même son correspondant : en effet, si l'on a 

il en résulte ' . 

el réciproquement. 

Si une droite est parallèle à Vaxe d'homologie, la droite 
correspondante est aussi parallèle à cet axe, car nous venons 
de voir que le poini de concours de ces droites correspondantes 
est sur Taxe d'homologie; or, comme la première est parallèle 
à cet axe, la secon<lc doit ne le rencontrer qu'à l'infini. 
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PIGVmS HOHOLOOIQUES. 167 

L'Iiomologie étant un cas particulier de la perspective ( 331 ), 
quatre points d'une figure ont le même rapport anharmonique 
qUe leurs correspondants de Vautre figure; de même, les ap- 
ports anliarmoniques de deux faisceaux correspondants de 
quatre droites seront égaux. Mais cette réduction de Thomo- 
logie à la perspective et, par suite, les théorèmes précédents, 
seront démontrés par l'analyse ( 3G9 ) en partant des formules( 5 ). 

Observons enfin que les équations • 

r— >. x^x. i 

(5) 



. y' —J'i X' — Xg Ix'-hmjr'-hn 
donnent symétriquement 



(6) 



X' ^X» _ x' — X, 



XtX* ^ — l' X -h m' X -h n' 
• • • • • * ' 

Les équàlions (5) ont donné 

/x H- mr -4- « — » = 0 . . . 

pour équation de l'axe d'homologiç : les équations (6) donne- 
raient de même > ' • ' . 

/'x -h m'/-h n' — i = o*' ' . . 

On aura donc les Idôniilés - ^ . . . , • 



n — I n' — I n — i n' — i . \ , .* 

II. — Application aux coniques. 

33d. DeiLv coniques quelconques snr un même, plan sont 
toujours deux figures liomologiques. 

Soient S = o, S' = o les équations de ces coniques; le 
théorème sera démontré si Ton peut, en remplaçant dans la 
première de ces équations x x par leurs valeurs tirées des 
équations (5), reproduire l'équation de la seconde. Or cela est • 
toujours possible en général, car l'équation d'une conique n'a 
que cinq coefficienis, et l'on a ici cinq quantités à déterminer, 
savoir : x,,/,, /, m QVn. 

On trouve donc tous les éléments de rhomologie. Du reste. 
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l6ti CBAMTIB Xtll. • ' 

cjBMë propriété fSondi^ieiiUle dw mi^«9 m ièvMtoéto'i^ 
pirès le fp. àSi» dvui le(|iiel nmi» «voas^vié «fue t^kmmota^e 
'étêit kn cas partidUhr de la penpecti<fe, théorème que nous 
démontrerons encore par l'anahso au n " 3G9. * - • * < v 

'339. Le centre d'homologie de deux coniques nst le paint 
de concours de deux tangentes communes à ces courbes. 

'■Du centre d'homologie, quel qu'il soie, menons à la pre- 
mière conique deux tangentes dont chacune rencontrera cette 
courbe en deux points inOfiment voisiasî le^ homologues 
de ces.points, sur^t seconde coùrbei seroM^eiisei inCiiiiroeat 
Voisins deux à deux; par conséqCuBnt'y les droites homologues 
des tangentes à la première courbe seront 4^ tai^geaiçs à la 
seconde. Cependant toutes ces tangentes peuTept être Ima- 
gina iceâ. ' • '. 

Nous reconnaîtrons Ijientôt (3i7) que la réciproque n'est 
pas vraie, c'est-à-dire que te point de concours de deux tan- 
gentes communes n'est pas toujours un rentre d'homologie. 
« "^kO. L'axe d'homologie de deux coniques est une corde 
^mmune à ces courbes, . ) ' .• - ' 

En efîet» ctiacun des points ou Taxe d'homolpgie rencontre 
la pceml^ conique élànt son homologûe à luinanéme (336) 
se trouve fussi 'sur la seconde. 

. det axQ' éiai^ une* sécante réelle, rien n'empêche eepeMfaoa 

leV points communs .d*étfe imaginaire». 

341. Pour plus de simplicité, prenons l'origine au centre 

.d*l^)mologie. Ce point étant l'intersection de deux iaiigcntes 

coniniuncs (339), l'équation S = o sera de la forme ; 

i ' • • • - 

ay -H bxj'-+- cx^ — / \ px -\r qy -]r ly -^- O, 
ici» en elTet, l'équation ^ ' * , * 

i^ptéaèitlé1*^jiMjMfle^^d tangéntés réeires ou hnafiMlKes 
'Conjuguées qui passent par Forigine; car, al cette équation 
est satisfaite, on ne peui jilas satisftiiee à eeUe dé la çdniqae 

qu'en écrivant l'équation du premier degré - ' p<rfO.*L\'- 



Digitized by Google 



Par (foôtéquent, cM^Ae*.^ c^s* drôltts, passmH ForigUle» 

ne rencontre la courbe qu'en un point. 
De plus, comme ces deux points de contacts sont sûr la 
. . droite qui a pour équation px 4- g;- H- 1 = o, «on voit que 
çette équation représente, la polaim du centre d 'homologie, 
qui est ici l'origine* . 

' 94d« L'éqoatlon &ssoùe l'autre conique sera de Corme . 

Ici a, b, 0 sent lès mêmes quantités que dans S=«, puis- 
qu'il s'agit de tangentes çoramuiies aux deut coniques. 

Afin d'étabihr entre les autres coefficients de ces équations 
les conditions iiocessaires pour que ceff coniques soient lio- 
mologiquesj 4 faudra poser dans S == o (puisque x.^ijr. sont 
nuls) -, . ' < 



^1 



* Après cela, suppriroanl le-dénominaieur (Zr' 4- 
00 a • ' . • . 

• ■ • • • 

Afin d'Identîflcr aw S' 5^ cijceue transformée de S = o;.îi 

suffit de pose r^ . ; * * 



Gomme l'identificaUen doit être vrab iMHir toutes les v^ieura 
de ap' et de >>t^» en a • < 

• . > 

(Sî^le trinême + avait été écrit au premier degré 

.et non au second^ les termes du second degré amieqt.été len 
mêmes dans les équations des deux coniques» et ses courbes 
, amient été semblables, ^ particulier que Ton ne suppose 
, ppHit.) ' ^ ^ . 
9kS. A ' un centre â'homohgie de deux coniques fiom^:* 
jpondeni deux ax^^ d hatnoLoipf, . * 
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170 CHAPITRI KHI. * 

Nous avons vu (33G) que Paxç d'hoinologie ^vaii pour 
équation - 

Ix my -h /i — 1 = 0. 

Mpis, d'aprcsie numéro précédent, l = p'n m = q'n — q, 
de sorte que. cette équation devient 

a: + — -h rt— 1 = 0, 

ou bien ' . * 

n{p' x-k-q'x-^-^)=spx'^ qr 4- r. ^ 

Tomme n = dz y/y» théorème est démontré, • 

344. On vérifie ainsi le théorème du n° 340; car, si l'on re- . 
tranche les équations S = o. S' = o, il reste, d'après la forme 
de ces équations (341 cl 342), 

}:{p'x-^qy-^-iy=\{px-hqx-hi)\ ' 
d'où , ' ' ' ' ■ • 

ainsi l'on retombe sur l'équation précédente. Or, en retran- 
chant S = o et S' = o, on obtient évidemment des sécantes 
communes. . 
Outre cela, nous avons vu (344) que les équatrons, 

^px -h gy-^i = OK />'J?-f-^> -i- I = o, 

représentaient les polaires du centre d'homologie relativement 
à chacune des coniques. Or, d'après ce que nous venons de 
voir, l'ensemble de ces équations satisfera celle des deux axes 
d'homologie : donc l' intersection des axes d'honwlogie est 
aussi celle des polaires du centre d'homologie relativèment à 
chaque conique. /. 

345. Si deux coniques ont un mâme point de cofUact avec 
une piéme droite, ce point est un centre d'homologie; on dit 
alors que les coniques 5e touchent. 

Une conique tangcnle en un pt)int donné, que nous preii- 
«Irons pour origine, à une droite fixe, qui sera l'axe dc§ abr 
scisscs, aura pour équation > . 

x' — r{<xx-{^^r-\-y)=io. 
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PIQUM9 BOMOLOQIQUES. ' I^l' 

En si i'oii pose ^so, il retle Mule valeur ,r = a, ce 
qùi toooM que Faxe dees âùdsftes tai tangent à -r origine. On • 
ne met ici qne trois conMniee fi, y, parce quo It tangei^ 
et le i^inl de contact fpni dèax conditions. 
Maintenant, si l*oi^ pose, . ' • . ^ ./ . ! 



ii est clair que l'pn dbtiend^a une équation de même forme 
{wr conséquent; la conique liomologiqtie de ki pi^lèréy et - 
ayant l'6rig(ne pbiur ceiilfe d^homologlè, sera. aussi tsngeiite 
en un même point à la 'même droite. , . 

• 6n aurait pu prévoir ce théorème diaprés' les fésiiltats pté-. 
cédants; mais, quoique la tangente cominuhe, ayant le nième 
point d(î contact avec les deux courbes, puisse être regardée 
comme une sécante commune, rien n'aurait prouvé que celte 
sécante fut une de relies qui servent d'axe d'horaologie. 

346» Si deux coniqttç\ ont unfpx^r çan^nuu^, œ jhhM esl^ 
un centre d'horriolùgiei : . ■ ' ; 

yéqiu^tion d'une conique rppporiée à un foyer cpmme ùrir 
' ginp; avec des- axes rectàdgulaires» estile la formo . • ' 

car celte relation indique que la distance d'un point de la* 
courbe à l'origine est proportionnelle à la distante de.cç même 
point de la courbe i une droite, fixe. ' . 
• SI l'on pose 

r' ... 



.ix^-hmy.-^n 



on obtiendra une équation do même forme représentant une 
conique qui aura encore Torlglnc pour foyer, mais avec une ; 
autre directrice. Comme chacune de ces coniques aura» dans * 
son 6}U|ition/ trois constantes arbitraires, elles sont quelcon- 
ques; sadflepr. foyer commun qui équivaut à deiix conditions:, 
'.du reste, comme ellés sont homologiques, le théorème est d^- 
montre. . * - : ■ ^ ' 

i^elsi rentre dans la théorie du n' 33i); en effet op sait, et 



* 
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171 'CBAP^Tn Xlll. 

d'aiU«|ttM il sfnil focHe 4e térlûer^qée le coeffieieBi aA||«Mrf 
ém0il^eMe3 mcDées è.me eoniqae iwr run d<tiie# iiy ii » éu 

dT, les eMPdoniiées étini »ee(aii(3iMfeN«<./Mn^ 

gerites imaginaires seront les jiiémes jièiltAM^^ 
^uronl ce foyer commun. ' * - ' 

347. Nous avons posé (341 et 342) les équations iS = o, 
S' = o, de deux coniques ayant pour tangentes communes 
deux droites dont Tinterseclion est prise pour origine et dont 
l'/MiyMinble est rèprésenté paç ay^^bxy + ex' =0, ces droites 
lipi fféelles ou Untgliialie(l«'On àaôssi détcrmiiié (Stô) les 
ëxea dHMoiologle eornspoD^Mi à i'oilglne^ «n. pmnH 

de la relation ««d:!/^'».'"»»? ceue. détermination devient 



illusoire si A et X' sont de signe contraire. Ainsi l'inierseciion 
de ces tangentes communes est un centre d'homologie si X 
et X' sont de même âigne; il n'en est plus de même dans le pas 
contraire . 

U esl import^iA deT6ir.^la sigaiûo^tion géométrique de ce 

résultat dans le cas<ôb ces tangentes Communes sont réelles. 

VranoQs àiofs cas tangentes pour axes des coordonnées; Té- 

. X • . * 

quatiotn S = o devient ^ == i ip^ -h en effet, il îaut 

• aF • ^ « 

* 

que a soii nul pour que jp=^ o donne une seule valeur He Xf 
' et que a soit nul au^bi pour que o donne .une seule valeur 
4e ^. ' . . 

■ Un aura de même, pour S' = o, . • ■ 

du reste, il est clair que b ne peut être nul, sans quoi chacune 
des coniques se réduirait à une droite. 

Or, si XetX' sont de même signe, il esl visible que et x'^' 
sont aussi de même signe. Ainsi, le point de concours de deux 
taugenles réellet à deux coniques est un centre d'hamologiet 
êi eei deu» coniqùeê êomt comprime dans le niémé^ 4e 
^dé^ tengentes ou dam leê ahgiee opposéêjnt. ^Mi^met* 

Am contraire» si les angles qui coi^nnenl chaeune do' ees 
cmiiques étaient supplédientaires» leur sonunel ne sertit point 
un centre d'honologlfi, 
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> 



Pour «rrivar è la. «olutlon-^u problème qui porte ce . 
non, DOtt9 alloos démontrer» d'aprto M* -de ^onqilià^ le 
théorème suivant énonie^ par J*^ico}Jic(y?^. ICI )j . * 
V^un fffyèfV d'une conique, décri^ens w cercle de rttf^m 

quelconque r et menons à deux points quelconques A et k' de 
la conique les rayions FA, F' A' qui déterminent sur la circon- 
férence les points correspondants a et a' ; le point I), oà con- 
courent AA' et ad » est sur une droite DE sécante comnuine 
an cercle et à la conique, et perpendiçulaire à l'axe foçiiim, • 
De plus, soit B le milieu de KM et b le point Qà F9 CQUpek,0^% 
fa petpcndiculaire aXktiuée.de b ew AA' coupe tascefbcaien ' 

FP c 

il» point P qui est eomtant, et tel que — = - = e. (Ici c est 

U demVdislânce dçs foyers» et a la moitié Ae» J'exe *U>cih ) 

Pour démontrer la première partie de ce Uiéorème» obser- 
vons que le centre d'un cercle élant aussi son foyer, le point F. 
est un centre d'horaologie (3i6). Donc les droites homologues 
AA', fla' se coupent sur l'axe d'homologie (336), et l'on sait 
que cet axe est une sécante commune aux deux coniques (346). 
Ênfin^.la symétrie des deux courbes jnontre que oe4te séCame 
corn m ane est perpendiculaire à. l'axe- focal. 
* 849. Observons que chaque layon vecteur coupe la conique 
en deux points» tels que A et Âi» et la circonférence éa deux, 
autres poiùls a et a» ; de même pbUr Teutre rayon. Les points D 
et D„ oii concourent deux cordes AA' et œf, du bien A, A, 
et «1 d, y qui sont d'un même côté 'du foyer, sont sur une même 
sécante que nous avons représentée comme passant par deux 
points communs réels. Mais on sait gue deux coniques ont 
.toujours au moins deux sécantes réelles; il y aura ici, comme 
second axe d'homologie correspondant au centre F d'homolo-. 
gie'(343), une autre sécante passant par deux points coin- 
nauns imaginaires» et oil concourront les cordes liomologueiÊi 
du eerete et de' lar conique placéés de càtéf opposés dufo/crf, 
telles que AA' et Oi^it ^A', et aaYmais les limites de lu (l^ure 
n'ont pas pehnis* de tracer'^efte* autre sécante. . . 
950.- Quint èta sencende partie du théorème» imaginons dans 
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lu conique une s'éFie de cordes parallèles à AA'; les milieux 
de ces cordes sonl sur le dinnièire OB qui coupe la conique 
en deux points opposés T el T'. La droite hornologuc de OB 
joindra le point A, homolofjue de B, au point P, homologue 
du centre 0, qui sera sur la direction FO (336), c'est-à-dire sui 
l'axe focal. Enfin, nous indiquerons par t el /' les points où 
/>P rencontre la circonft^rcnce. Comme / et /'sont respective- 
ment homologues aux points T et T\ les lignes F/ T, FT'/' 
sonl droites (336), en sorte que les angles TFT', tYl' sont iden- 
tiques. 

Cela poéé, imaginons par le point F une droite parallèle à AA', 
c'esl-à-dîre aux tangentos en T et en T'. Soit aussi F' l'autre 
fover, le parallélogramme FTF'T' montre que TF' est parallèle 
ii FT'; donc, d'après les propriétés fondamentales de la tan- 
gente, cette parallèle, menée de F à AA', sera bissectrice ck^ 
Tangle TFT' = /F/'. Mais, puisque F/'=K/ comme rayons 
d'un même cercle, celte bissectrice sera perpendiculaire à //', 
c'esl-à-dire a bP; donc aussi bP sera perpendiculaire à A\'. 

351. Enfin, il reste à calculer sur FO la position du point 
constant W correspondant de O. L'oxe non focal OC étant pa- 
rallèle à l'axe d'homologie DI),, il en sera de même pour Pt\ 
homologue de OC (337). La ligne FcC étant droite, puisque c 
el C sonl homologues, on a 

FP _ FO 
Fc~ FC^ 

n)ais 

Fc = r, FO = r, 

el l'on sait que FC est égal à a, moitié de l'axe focal ; donc 

FP_<;_ 
r a- 

352. Ce qui précède permet de déterminer le second foyer F' 
de la conique. Menons de l'un des deux points pris sur celle 
courbe, ici que A', le diamètre A'O, dont l'homologue a'P 
coupe encore la circonférence en g. On voit que F^ passera 
au point G, homologue de et qui est la seconde intersec- 
tion de A'O avec la conique; du reste, Iç point g est connu 
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jilÉUlftlilÉn ^b<KH»^ wte4gf »jht>A> logg, le pfmttoélogriMiisie 
A^iXi^jaioiilre que A'F esi fMff^ 

fAm^ On p^eii<biii^é 6 db iWÉ ii ^ cdtie figure le théorème 

accessoire quo voicr. * ' . . t • • . • 

médiane \H ^/"///f triangle V\\ coupe la corde aa' d'un 
arc de cercle du m yon l\ en un poin t b tel, que ic rapport dé ba 
ù ha' est inverse du rapport de FA FA'. . . • 

En effet, soi l D l'inierscciion de AA' et de aaff eiconsidé- 
«^tut Successivement les. U^4aDgles:XMiA9 DafÀf coupés par la 
transversale F 6 fi. ' v^. ^ 

/Wiw#,fpoah les deux égalités fa) • 

- • ■ - - 

• ■ * D6.rtF.AB = DB.AF.r7/s 
I>B.AT.ii'6»D^.a'F.A'«B. 

Muîlîpîlani, et effaçant de part er d'autre Db, nZ==a'F, 
AB aA'B» il reste en elTet . 

, X'¥.a'b = \F.ab ' ^ 

■ 

Wk. Voiei maintenant l'énoncé du problème de tlalley : 

Étant donnés trois points A, A', A" et un foyer F d'une co- 
nique, construire la courbe. 

Soieni I) et E les points où se coupent AA' ot aa'y A A" cl 
a' a" : seulement, D et E devant être sur la même sécante 
commune, nous avons vu (34d) que, si AA' et aa' étaient d'un 
. même côté du foyer, il fallait prendre d6 même A' A" et a'a". 

La perpendiculaire abaissée de F sur DE sera Taxe -focar: 
soit B le milieu de AA'; du point 6 où FB coupe atf nous 
abaisserons sur AA' une perpendiculaire qui coupera cet axè 
focal au point P, homologue du centre inconnu 0 de la co- 
nique» 

Joignons a'P qui coupe en g la circonférence; A'F' parallèle 
a ¥g coupe FPau second foyer F' : alors O est le milieu de 
FF'. Eniln, c = FO étant connu, on trouve le demi-axe 

• • rc • 

Celte .méthode, applicable à des ellipses peu excentriques, 
telles que le» orbites, des planèted, remplace la méthode ordi- 
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ntiie où l'on empioie la direetrice, située ali^rs à une <!Uslanoe 

considérable. 

«aS5. GeneDdint il y a quatre solutionç, Qt même on pourrait 
^'abordefl supposer huit. Il s'agil découper lies poinisnle k 
.clreofiéérâMe 9/f ei.leiin ^ppoiés. on» on 

reeonnattra que, quand 6n » pria une conWntlsete telle que 
a, a', a", leâ points oppoêéê donnent ^Im mémie conique. Ou. 
trouverait eti eff^t le poiiitP, situé s«r l^Yerocdàle'dUsttnoe 
FF, = FP, et de sens contraire. Alors Fg, est le prolongemept 
de Fg-, ce qui donne les mêmes points F' et 0, et ia ri^ème .va- 
leur de l'axe focal. * • * - j'-'^^jti^i^^^.^- 
Mais les trois combinaisons suivantes. 



a, a', a\ , fl, a , , a", ai, af , a", 



ott'blen eelleBdés points respectWepieoi opposés» donnait trois 
, aiitres conftiues qui satisfont aussi an problème. Ces qnatre 

coniques ont le même axe focal, car les deux axes d'homo- 

logic auxquels on est conduit sont parallèles par suite de la ' 

symétrie. 

La première conique, celle pour laquelle les points du 
uercle sont, rolalivement au foyer donné, tous du même côté 
Rac les points de la cqnjque, ou tçus de côtés çpposét, est, soit 
une ellipse^ soK une parabole» soit une hyperbole dans la- 
queUè Us trois points sont sur la même branche. £0 effet, . 
cette condition est néeesstire pour que cette hyperbole puisse 
dégénérer^en parabole^ 

Enfin, les trois autres coniques sont des hyperboles deux 
points donnés sont sur une branche et le troisième sur i'astfre 
branche* 

356. Théorèmes sur les taagentes. — Dans h\ftg. 101, si A 
et A' se confondent en un seul point avec B, pour que AA' 
^vtènqe tangente, le rayon vecteur FB de ce point coupera 
le cercle en b^ et Ton obtiendra ia tan^nte en abaissant du 
poinv âe contact une piBHrpendiculaire sur 6P* Mais, pour (luè 
la construction soit plus simplet nous pceoibronsr^i^ Hi'de sorte 
«que la formule - * . " 

* FP c . • • 



r . a 
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réétim à Jf 'sac, ie poiiii P éttm' alors conl^u avec O. 
tVolbf deiie la construcUon [fg. loa). ' 

Du foyer F comme centre et d'un rayon FC = « décrivez an 

( ercle, Joignez V au point donné B par a/ie droite (pu coupe- 
la circonférence en A, enfin joigne:^fJki ULp^tj^endiculiur^ BT 
surOb est tangente en \\. • ' - * 

La figure est faile.pour une ( Ilipse» mais la (•onslmctioit 
serai> la luèaie pour une hyperbole, sau(;q|i^j&^^j»tf ^^^yCBi^ehl 

FP ' ■ 

. U^aav a ia parabole, — = é ^ i ; alors r==: FP c^t arbi).raife 
■ ' I* - * 

io3). Des ^tols la alHBkM^9eM«l<<c i'atd DMtl 

soit P celui qui est opposé à la directrice, cl l'on aura pour 
lan^eiile BT perp<Muiirulnire à P A. Iri. romme pour rcllipse, 
B.ei 6 sonl du même côié du lover. Du reMe, J*» opppsé à B el 6i 
opposÂ à b donoeni Ja même taiigeiue*. ' ^ • 

... IV/— .Lmi GaoMttAiooi* ■ 

•* • • • • ■ 

357. Si par deux points flores \ et B, pris sur une ellipse 
donnée f fin fait passer des circonférences de rayons variables^ 
on demôhde le lieu géométrique. dés points M où eoncùUre^i 
iei, iangfintes menées à VèUipse et à chacun de t*es cfretés 

Cette question a étét résolue ^ éoflfétriquement |»ar II; Qe-> 
towi {NùUi/télies Annales, t. X, p. ^0%), Vais Tanal^se ordi- 
naire ne donnerait pas uniquement l'équation du lieu cherché, 

parce que les quatre uingenles communes, que le calcul in- 
dique toujours pour deux coniques, se coupenl deux à deux en 
six points. Ccpcndani il n'y en a que deux (jui réunissent des 
tangentes contenant les coniques dans le incMne angle ou dans 
. l'apgle opposé, et nous avons vu que celte condition est rem- 
plie dans rhomoiogie. j[34^7)» U CalJaii donc ^voir rebotira^au^ 
formules de cette nature pôur n'obtenir, au Heu de cette 
équation complètCp que le facteur du second degré qui sedl. 
résoût la question :' c'^esi ce qu'à fait M. Breton (de .Champs 
par le calcul suivant. . ' • ' . 

Le centre d'homologie entre relli|)se ei un cercle étant le 
point M du lieu, ! axe d'homologie sfira la rotxJe commtme AB 
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qui a pour équation x 4- v. Maû> l^quaiiof). de l!a>e d'iM^: 

mol^wîe étanl (936) . • 

*' • * 

• • > 'v * • • 

6a iromn, an iéeiKliMil, ' 

/n=--m^, «=1 — »lyj ^ 

donc le déoomiDaieup îx* 4- wi/' -H » des formules d'tiomolo- 
giê devient • * 

» Tarcpiiiiéqoenit d'tpiés les formules (5)» U liudni^subsiiiuèr, 
jfams Féquaiion 

• » • •. ^ — . 



* * • • 



deTelUpsey les oxpressions . 

. ' x' — .T, _ .n 

' Ici X, ei sont tes cooidonnées (Ui >Qiiu M, ;r' oiy celles 
d'uh point dé la Courbe homolo^lque; 11 reste à ei^^rimer les 
conditions nécès^lres pour que cette courte soit imedrcoii* 

férence. • " ,'* '* * 

L'équalioa obtenue par celle subsiiluliOn est • • 



. 4>ii bien 



•I / r' — .r„ y 

f / r' — r* V_ 



=* (m (/ — fiiar' — V ) 4- ïf. 
Mais il est inutile d^ dévelopfiei: céttc équation il Mttt 
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d'annuler le coefficient de x'y et d'égaler ceux de jr'* et de 
.y-^f afin que la courbe homoioglque de l'ellipse soll un cercle. 
Knire ces deux relations, il faudra éliminer m ei il restera 
réquatiou cherchée en x, et Seulement ppus ^UoDS» dèâ à ^ 
' présent, supprimer ces indices. 

La première condition donnera» en supprimant le facteur 

• commqîl *in, 

*' •. * * • . • ' . « 

. . .■ • *(« -nifx) ^f^r^'^ "y ' H-mftWq,, 

d'où ■ ' . • 
La seconde condition donne encore ' ' , ' . 

oq t)ien , V ; i r ■ 

"^(i**- 0. (s+ ï; - = t i^) s* - ... • 

•• ' • ' ' ' • • i / X uy\ ' ' 

sifnlewdéiàirDUfée- Tj-jjena. .» • . 

• ••• 

cQilui se réàuii a ■ ' . 

. Remplaçant encore m par.^ vaic.ui' et réduisant» on a 

qui dqnnQ râquàUofic clierchée . ' . ' * 

.# • ' * * 

, • • • . ' ï« 
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Divisant par 



I 1 



alin .de ramonôr à la forme 



oii trouve, en idenlifianl, 



ce qui montre que 

Jinsi le lieu cherché est une hyperbole h'omofocaleà ^'ellipse 
donnée. 

358. Les valeurs de a] et de 6; ne dépendant que de fi et 
non de v, on voit que 16 lieu géoraélrique n'est pas déterminé 
par la position des points A et B, mais seulement par la direc- 
tion de la ligne qui les joint. Ainsi toutes les droites parallèhs. 
prises comme cordes communes, donneront la même hyper- 
bole, 

. On peut donc concevoir què 4es points A etB soient imagi- 
naires, c'est-à-dire que la corde commune ne rencontre pas 
l'ellipse ni les cercles homologiques. La question peut même 
s'étendre à des tangentes communes imaginaires; on com- 
prend ainsi comment l'hyperbole pénètre dans l'jntérieur de 

Réciproquement, le même problème proposé pour l hyper- 
bole donne une ellipse homofocale. 

Enfin, à une parabole correspond une parabole homofocale 
égale à b courbe donnée et tournée en sens inverse. 

359. On sait (3W) qu'un centre M d'homologie correspond 
à deux axes d'iiomologie, qui sont des sécantes communes 

. aux deux courbes (340) : on n'a représenté ici que Celle qui 
passe par deux points communs réels A et B. Mais on a vu 
encore (344) qu« rinlerseclion de ces deux sécantes est aussi 
celle des polaires du centre d'homologie dans les deux conî- 
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ques : or, cé«' polaifes sanl ici les cordes de éooltçi CD et 

CD' i donc €66 cordes se coupeioot en un point (i de AB. 

V. ApPUCATION aux coniques HOHOTStriQUES. 

' . . . ' • ■• 

« 

' 360» L'ixe d'bomplogie de deux coniques e^i to uj u u rs une sé- 

cantc commûne; d'ailleurs, deut coniques ont au moins deqk 
sécantes communes réelles ; mais, pour deux coniques homo- 
thétiques, nous verrons que l'une de ces sécantes va à Tinfini. 

On sait (187) qu'un centre de similitude est un point de con- 
cours de tangentes communes à deux Ûgures homotliétiques. 
U en* résulte que» pour deux figures homothétiquesa centre, 
ét» en particulier, p9mr,deuscomquM$ homoihéiiqueêp les eenr- 
iret de timilitude âont aumi le* eentre* d'hemologle» En ellèt, 
deux figures homothétiques i centre sont comprises dans lin 
înéne angle ayant pour sonunet le'centre de slffilllbide externe, 
et dans deux angles opposés ayant pour sommet le centre de 
similitude interne ; cela s'accorde avec ce que Ton a vu your 
les centres d'homologie (347). 

De plus (189), ces centres de similitude ou d'homologie 
90ni êur la même droite que les ceniret.dejigure ei,y forment 
un» diviêion harmonique, 

. S6i: Pwconséqoeitlf siteséqQaifoasSsscSîsre (M, Mi) 
représentent deux coniques. hoiQOthéilques, on voit que l'ori- 
gine est ûn centre de similitudè en même temps que d'homo- 
logie.. Donc, en posànt, dans S'so, a/ s= rx^f^ ly, on retrou- 
vera S =o, r étant le rapport de similitude. " • * 
^ Celte équation S' =o deviendra 

" A' ' ' ' 

et comme l'identification avec 8 = o doU être vcaie pour 
toutes les valeurs de ar et de 7*, on aura 

Mai» déjà (^2) 

• • - * 

* * ■ . 

■ 

• • • 

• . . . 

• • • « 
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donc / . • . • 

Ainsi, l'équation 

Ix -h niy -h n — I = o ^ . 

de Taxe d'homologic (336) devienl, avec les signes inférieurs, 

r-f- I 

px->rqy H — = o» 

2 

( r|aalion de la sécanic commune aux coniques. 
Les valeurs 

/l = — r, / = — ip, m = — t!(y 
dunneni alors pour les formules d'homologie 

« _ r — ! 

x' y' ~ 9. px -h I 
Quant aux signes supérieurs, ils donnent 

n =: / , f — m = o, 

et l'axe d'homologie correspondant, o'osl-ù-diro ia seconUi 
langeniCy est à l'injini. On retombe alors sur les formules or- 
dinaires de riiomothétie 

X ^ y I 

Il résulte de là que l'idée de deux points homologues par 
homologie est plus générale que celle de deux points liomo- 
logues par homothétie. En effet, les deux signes donnent de> 
points homologi(|ues, lundis que le signe supérieur ne donne 
que des points honiothétiques. De plus, puisque r est difl'é- 
rent de l'unité, sans quoi les deux courbes coïncidei-aienl, il 
est clair que deux points bomothétiqùes ne peuvent coïn- 
cider. 

3^2. Les polaires du centre d'homologie pris pour origine, 
relativement à chacune des conh|ues données, am-oni resper- 
iivenn*nf pour équation (3^tl ) 

px -l- 7) - -I - 1 ^ ef px -I 7; "h / = o, 
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d'après les valeur*; 

' r ' r 
le numéro précédcni nous a donné aussi 

r-f- I 

px -f- qr H — ^ o 

pour équalion de faxe d'honiologie; ainsi ces trois droiles 
so/ij parallèles, et Caxe liomologie est à égale distance des 
deux polaires. 

Soil donc ce' (fig. io5) la ligne des centres de deux coni- 
ques homolhéiique», S un rentre d'homologie, ah cl a! b' 
ses polaires dans les deux courbes, et mn l'axe d'homologie ; 
aby a'b' et mn sont parallèles, et mn passe au milieu des deux 
autres lignes. 

Comme réquation 

px -4- qy H — =0 

a été obtenue sans que l'on ait supposé que S fui le centre 
externe plutôt que le centre inlerne de similitude, on voit que 
cd axe mn d'homologie sera le même pour les deux centres; 
il passera donc aussi à égale distance de ses polaires de, d'e' y 
qui lui seront encore parallèles. Rien ne prouve que ee' cidd' 
concourenl au point S. 

3G3. Enfin, la direction de ces quatre polaires et de l'axe 
d*homologie sera celle des diamètres conjugués avec ceux qui 
sont sur la droite des centres. 

En effet, si les coniques homothétiques sont deux ellipses, 
on peut toujours imaginer qu'elles aient été obtenues par la 
projection de deux cercles sittfés sur un même plan. Alors les 
diamètres àg, & g' de ces ellipses, conjugués avec ceux qui 
se trouvent sur la ligne des centres, sont les projections des 
diamètres des cercles perpendiculaires à la droite qui'joint de 
son côté les centres de ces cercles. Comme ces diamètres 
perpendiculaires sont parallèles à Taxe radical des deux cercles, 
c'est-à-dire i\ leur sécante commune, la projection de cette 
sécanie, qiii sera évidemment la sécante commune des 
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e11ipses,.se trouvera .^s8i.fiÉl«ntN^^ t0Bll^^<^ conju- 



SSfiS^^ par fe principe 



gues. 

Le ihéorème s éteniifa aux- 

de continuité. 

La même considération de projections cylindriques fait YOir 
que trois ellipses, et par suite trou coniques homolk^iiqueê, 
ont deux à deux trou axe$ d'homologie qm $e caupenS em 
un même points C'est la coBséquence du n« 74. 
' 364. Nous anrons vu que deux eoniques homothétiqiies ont 
dèûx séèantes communes réelles parallèles» dom t*ane est à 
une distance' finie, et l'autre li une distànce Infinie. Maïs si 
ces courbes sont concentriques, les deux sécantes se rejoignent 
à r infini. 

On peut dire alors que ces coniques ont un double contact 
imaginaire à l'intini, parce que leurs quatre points d'inter- 
section GOIncIdent deux à deux sur la droite située à l'infini. 

VL — DiVKES THÉOBÈMBS. 

• 365. Deux coniques qui se touchent en un point ont ce 
point pour centre d'homologie (3^5); donc, un angle qui a son 
sommet en ce point intercepte sur les deux courbes deux 
cordes correspondantes ou iiomologiques. âi cet angle tourne 
autour de son sopimet, en restant de grandeur constante» les 
deux cordes envelopperont deux, courbe», qui seront homolo- 
^ques; de sorte que les propriétés de l'une feront ooooattie 
celles de l'autre* 

-Cela posé, concevons que l'une des coniques soit un cercle : 
l'angle tournant détermine dans ce cercle une corde qui en- 
velopt)e un cercle concentrique; donc la corde interceptée 
dans la conique enveloppe une seconde conique. 

•Or^ deux cercles concentriques peuvent être regardes 
comme àyanl un double contact sur une droite située à Tin- 
fini (^); donc la nouvelle coiiiqùe a un double contact avec 
* la proposée sur .la droite .qui» «dans cette conique, corref|»ond 
à nnfini du cercle. 

On a donc ce ibéotème t« ^ 
, Si autour d'un point d'une conique on fait tourner un 
angle grandeur conslanle, ia cQrde qu 'il intercepte dans la 
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conique enveloppe une seconde conique qui a un double con- 
tact avec la proposée, 

366. Si l'angle tournant est droit, la corde qu'il intercepte 
dans le cercle est un diamètre de celte circonférence, c'est-à- 
dire qu'elle passe toujours par le centre du cercle. Or les deux 
courbes, ayant par hypothèse même tangente au sommet de 
l'angle, ont aussi même normale dont la direction sera celle 
du rayon mené du centre du cercle à ce sommet; ainsi ce 
centre sera sur la normale à la conique donnée, d'où ré-^ 
suite le théorème suivant : ' , - 

Un angle droit tournant autour d'un point d'une conique 
intercepte sur cette courbe une corde qui passe par un point 
fixe situé sur la normale au sommet. 



. - » 

'i. 

■ • 

♦I ii 
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CHAPITRE m. 

> FIGURES HOMOGRAPlîlQUES ET CORRÉLATIVES. 



m 



1. — ■ Réduction de l'uomogbapuie k l'hoxologie. 



3G7, On appelle figures liomogra'phiqiLes deux figures dans 
lesquelles, à des points elà des droites de l'une, correspondent 
respectivement des points et des droites dans l'autre, de ma- 
nière que quatre points en ligne droite dans une figure aient 
leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points 
correspondants de la seconde figure, et que quatre droites 
issues d'un même point dans la première figure aient leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre droites corres- 
pondantes de la seconde figure. 

D'après cette définition, je disques et r. x' et > ' repré- 
sentant les coordonnées de deux points correspondants de 
chaque figure, on aura • 



X = 



Ces formules, qui contiennent huit constantes, sont aussi g»:- 
nérales que si le terme indépendant était quelconque dans le 
dénominateur, car il est toujours possible de supposer, comme 
nous l'avons fait, qu'on ait divisé les deiix lermes de chaque 
IVaction par un même coefficienl du dénominateur commun, 
il sera d'abord facile de reconnaître que ces formules sont 
tes plus générales qui puissent représenter l'homographie; 
en effel la condition qu'une droite corresponde à une autre 
droite ne serait pas remplie, ?i les expressions de x et de y 
n'étaient pas premier diegré,<îl même si les dénominateurs 
éiaicnt dinérenls. . ^ . • 

Mais il fa^»^ démofîlrer que, renproqucmoni, les for- 
nniles prérédenteli donncni . toujours des figures homogra- 
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phiqucs, c csi-à-dire sur lesquellefs on vérifie les égalilcs t!o 
rapports anharmoniqucS exigées par la définilion. 

368. Pour commencer la-dértionstration de ce théorème, 
nous allons faire voir que deux figures déterminées par les 
relations précédentes proviennent, sans déformation, de deux . 
figures homologiques; c'est-à-dire que ron peut toujours, < 
datis le plan commun, placer l'une d'elles de manière qu'elle 
soit liomologique avec l'autre. .. 

Nous supposerons d'abord qu'on a tout ramené à des axes 
rectangulaires qui donneront toujours des relations du pre- 
mier degré telles que les précédentes. Examinons ensuite 
queF mouvement la première figure peut faire dans le plan 
commun sans se déformer. 

. Chaque point P de cette figure [fig* 106) pourra subir un 
•mouvement de translation de P en II, mouvement déterminé 
par les quantités PA = A, AH = B. Comme la figure se meut 
ainsi parallèlement à elle-même, puisqu'elle ne se déforme 
pas, on voit en effet que la longueur PII et l'angle IIPA sont 
les mêmes pour tous les points. 
Chaque point peut encore être soumis à un mouvement de 
• rotation d'un'angic o) autour d'un point fixe, mais arbitraire, . 
que nous prendrons à l'origine O; alors le point P, déjà arrivé 
en n, viendra en P, en décrivant l'angle IlOP, = &); comme 
la figure tourne enconî sans se déformer, l'angle &> est aussi 
constant, c'est-à-<iire Iç môme dans le môme temps pour tous 
les points. Enfin, nous indiquerons par p la distance 

on = op„ 



et par 0 l'angle P.Ox, variable d'un point à Taulrc- Le point P', 
correspondant de P, ^'esl pas indiqué sur la figure. ^ 
. Cela posé, les coordonnées de P étant 2c et/, celles ue D 
sont J7 -f- A, j H- B, et celles do P, sont x, et^,. . 



La figure donne 



. * • 



VC05 ^ T, sin 0) B. 



M 

■ \ 



■À 
• i 



.1 



•1 



3:H-A = pcos(0-ho)), >'H-B = psin(0-+-w); • 

donc 



1 

■1 

i 



• 




Digitizeoby Google 



Si Itf Ûguire tfihsportée dims whi 'plÉo devient, cottinie on 

veut le démontrer, homologique à l'^illra flgure, on aura (335 ) 
les relaiions . • . . . . 



d'où i'ofi lire . * , • 

Transportant ces valeurs dans l'expression précédente de 
et observaoïque les formules établies donnent 

• • • / 

jr,C08tt — r,sinfti-^A=: — , . x ; . — » 



on t. 

/x' -H m^' n 



Le théorème sera démontré cette relation peut se .yérifler 
pour toutes les valeurs de 4/ et de . 

'.Observons d'abord que, si les deux dénominateurs' difTé- 

raienl autrement que par un facteur constant, la réduciion 
donnerait des termes du second degré en x' et y\ de sorte 
que l'identification deviendrait impoççible. On pose/a donc 



et il ne restera plus qu'à ideniiflcr dans les numérateurs le 
coefficient de x'r celui de et le .terme indépendant. On 
trouve ainsi 

(i) gnss^wM'^tOiBfat 
(a) 

(3) " 



en posant 



on 

'6a 'ss^ii .M + sino, 
'rii^(il— 'i>]i — A, 

M a «tCOS» r*>*StBtt — A. 



. .kju^jdby GoogI 
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La dernière relation est facile à vérifier eu observanl que * 

* ' »• * 

■ \ — . A/i = — — A. 

9 • • • . » 

'On aara ^B même les trote éqttattdns suivanieft : 

(4) af nps an. h ^sïnté, 

. * # * 

(5) . •ft'jiarPjl.NH-COStti, ^ 

(6) ^ c'» = (ii — i>N — B, ^ . 
en posant . • 

N ^ coe 0) 4* ^» sin 6). rr ^ 

• Les six inconnues sont &>, A, avec M et N qui con-^ 
tiennent âr« et ^a; mais considérons d'abord les équations (i) 
6t(9), (4) et (5). Entre (i) et (a) éliminons M» entre (4) et (S) 
éUmkions N : ^ reste deux équations en ji et entre lesquelles, 
on éliminera n, ce qui donnera tàngo et par suite aussi la ^ 
leur de n ; on obtient donc^alnsi les valeurs de M et de N en 
substituant n et dans deux équations telles que (i) et (4). 
Dès lors, les équations (3) et (6) donnent A et B : .en substi- 
tuant CCS (jiianlilés, ainsi que w, dans les expressions de M et 
de N dont les valeurs sont déjà connues, on a entre x^eixp 
deux équations qui déterminent ces dernières inconnu^ On 
réduit done ces figures à l'homologie, et même le centre de . 
rotation Teato^arbltialM. 

■ • 

n. RÉBucnoR M L'ioaouiont a la rasracriTi/ 

969. AïnAf nous a^rons^ démoptré que les formulai du ' 
n* 307 correspondent loujottrs à 4leux ji^iMi qut deviennent 

bomologiqties par re mouvîsment de Tunedans^le plan com- 
mun. l*our achever de démontrer la proposition técîproquV» 
qui termine ce numéro, il reste à faire voir par l'analyse, 
comme nous l'avons annoncé au n° 337, que l'homologie est 
un cas particulier de la perspective^ théorème déjà démontré 
par la Géométrie (931). ^ ; . 

Il faut donc prouver que deuàp figweâ ham^lmgiqmeê ffiÊH 
vent ioujoun éire comidMeg eomnie ,dêux figiÊre$ penpee^ 
tifei dùni l'une' a été ra^aUtte êur k plan de l'mttie» fa ligne 
de terre devenant Taie d'bomoldgie. , 
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Nous prendrons pour plan des ry( Jig. 107) celui de lob- 
. jei, et pour axe desj l'inierseciion de ce plan avec celui du 
tableau, c'est-à-dire la ligne de terre, l'angle de ces deux plans 
étant Enfin le plan des zx sera le p4an mené perpendicu- 
lairement à celui des ary position S de rœll ; on aura 
donc pour ce point 7*, = o, les autres Coordonnées de S étant Xi 

«t 3.. 

Soit m' un point quc^lconque de l'objet, la droite S m' perce 
le tableau au point m; soit le* plan mnp perpendiculaire 
sur Oy, on voit que, si le tableau se rabat sur xa/, le point m 
vient en M à la distance nM = nm. Soioni donc x' et^^, X et Y 
les coordonnées des points m' et M pour lesquels ^ et Z 
sont' nuls, il s'agit de démontrer qu'il existe des relations 
d'homologie entre ces quantités x' et j', X et Y. Les coor- 
données du point m étant x, y, z, on a, pour équations de 
S mm'. 



ou plutôt • 



JT, — x' _ — r' __• — z' 
.r, — X Vi — r 2i — z. 



X, — ^ __y' 2» 

.r, — X >• ~ 3i — Z 



Le point m donne 



z . 

— = tang ùi ; 



donc l'équation du plan du tableau est 2 = ^tangco; menant 
cette valeur dans Ics'équaiions de la droite, on trouve 



z^x 

np = x = 



z, H- [x' — Xi) taugo) 
et 

y'iz^ — X, tangr,)) 

nO = r=— T-j i — 

z,^{x^ — Xt) tang w 

Soient x,, j. les coordonnées du point que nous devrons dé- 
terminer comme centre d'iiomologie ; nous allons d'abord re- 
connaître que ro= o. En effet, il .est clair que Y = donc 

Y __ 2i — Xi tangM ^ f 

p Zt — x^ tang f.> -4- x' tang r.» ^ ^ x" l;mg m • 



Zt — Xi tang M 



m' 



4 
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posons (K>nc i . ' ' • ' 

•f langci» *. . 

' * t es^ I r , , *î ,1 ^' ' 

il reste 

Le premier membre devrait s'écrire 



mapson -TC^t qu'il faut pr^ndce o » comme nous TavOns 

.annoncé. •* • 

De plus, l'équalion de l'^xe d'homologio sera (336) Ar' = 0, 
ce qui niunire que cet axe est la ligne de lerre, .comme cela 
doil (Hrc. 

Cependant, pour constater èl'Aéterminer l'homologie, il reste 
eneore à vérifier ia formule 



4 • 

I 



Four cela observons que, d'après le sens du' rabattement^ 
X=5 — nm; d'ailleurs» * • " * . 

iip ss « ^ ttm cos (!>» 



donc 



. * COS W 

• • • » » 



Mais le dénominateur de.x est 

.^,tangw-h*'tang&)=(ai--a;,^ang(k»)(i 4-/i'J= — 7-7-^---^ 



ei 



jP-s- / ^, douencopjç X= — 



langw^i-f-^') • . sinw(H-i!«') 

Dono régaliié — A ^ — V?* devient 
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Ig2 CllâPlTM'Xlî^. 4 • * 

e'estpà-dire * " . 

Retrafichant de ptn et d'autre jr» et snpprimaBt le iîMieor com- 
mail jr», il reste ' • * 

sintt . 

♦ 

• • • ^ 

, ce qui donne 4:.» puisque /.= J^tZ^^SgS' * avissi 

sipw. 



370. On peut demander le lieu que décrit imposition de l*œil 
pendant que le plan du tableau tourne de l'axe Oy(/ig. io8). 

Pour cela, menons du point S deux rayons visuels à deux 
points de l'objet, c'est-à-dire k deux points du plan xoy\ et 
marquons les poUits où ces rayons percènt le tableau. £nsuite 
fiiisons toiameir le tableau d'un certain angle autour de O^; les. 
droites qui jolf^ent les points mobiles du tableau aux poiiàs 
fixés du plan iro^ concourront i la nouvelle position dé l'ceil; 
en effet, ces droites seront dans un plan, puisque le point com- 
mun où Taxé 0/ est coupé par la droite qui joint les deux 
points du plan xoy et par celle qui joint les deux points du ta- 
bleau reste imnïobile sur cet axe. 

. Pour abréger les calculs,, nous prendrons sur le plan xoy 
deux points situés à rinilni,.l'un surl'axe O^. l.'autre sur U bis- 
sectrice OD de l'angle jro/. 

Alors la première droite menée du point S sera â« parallèle 
k Ox\ cette droite coupe le plan dû tablèau, représenté» ^comnpe 
dans le numéro précédent, par iSsirtangcii, ea un point « 
dont les coordonnées sont ' ; ' ' . 

. .r=«» « = a? = ^„ et jr = Qj3= ^' 



«angW 

de plus, 



smoi 



« 
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Mainlenaul, si Je tableau quitte la position donnée pour lair^ 
l'angle ta' avec le plan sof, le point a vient en a\ de manière . 
que* • * . 

sinoi 

« 

Dqnc les équations de isl ai sont ' * ' ' * ' 

*' * 

Passons à« la •secondé droite. Sa position primitive est la 
drolte^SAttienée d^ point S» parallèlemem A la bJâ^eetrice'OD ' 
qui est représentée par ù, / = x.. Cette parallèle aura donc 
pour équations ss= Zt, ^ — ^\'f elle rencontre le plan pri- 
mitif en un point A dont les coordonnées sont « . 

' tangflo tango 

D'après ces valeur^, qui sont données par l'équation 

2=s4?tang«> 

de ce.plan primitif du tableau, on Volt quel'expressionirs ' 



tangu 

est la même pour a et pour A, c'estrà-dire que Cfi =<)P; conune ' 
on a aussi 

aô = SP = AB = <î„ 
les triangles Oojà, ACB sont égaux> et ' - • 



sinft» 



Maintenant, ce plan primitif du tableau venant à tourner de 
.manière à foire avec le plan des ^l'angle tù\ la 4roi>e CA pren- 
dra la direction CA'» qui aura pour'éqûatlo'i^s . 

Prenons sûr cette nouvelle droite ia distance 

CA' = GV= ' * 



sinu 



i3 
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lui . ' . ou^im 

- 

.Içs coordoimées du peiai A' seitmi 



Zt. «1 sin tù' ' Zx COS 6l' 

Uinga» ' . sine» • sinu 

Alors la parallèle menée de A' à OD a pour équailons 

, * ' 

z, sin 6)' / zj \_ Jj cos m' 

slnw.' \Uiig6i *7""'^.. sînca ' . 

.11 reste doue à cliercliar rintersecUpo 8^ 4e eette parallèle S^. A' 
9vee S' ce .qui revient à poser y o dans Téquatlon de S' A'^ 
Soient donc ^y" les coordopoées de S'; puisque y" = o, 
nous aurons . , * . 

• • V- 'Zx Z,x COS rA' 

• ♦ 4r «B j?i — . -4- — 9 

* ' tangu sino» 

fe qui revient a • ' 

- Zx : Zy cos'to' 

tangù) snii#. 
* * •• * * • 

D'alIleurS; les équations de S' a' ei de S' A' donnent 

• . * ■ . • 

V . -ain» 

devons ces deux reiatloni su carré ei<ajauton»;les» afin, de 
. ftiire dlspairattre V pour avoir le lieu cherché; nous aurons, 
en réduisant. 

Il est (^vident que cette équàtiop représente un cercle situé 
dans le plan des mx eit ayant son eentl^ sur Ox. U serait lacile ' 
de constater que le point H est Ici identique avec .celui que 
nous avions reconnu dans le numéro piFécédent pour centre 
d'homologie : ce cerde coupe l'axe des m eû un autre point I, 
ce (|ui tient k ce que la roi^tioo peut se faire dans un sens ov 

dans \ *• . 

Ain^i se trouve démontré par Tapalyse le théorème du 
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III. — Uêsumê. 

371. Nous avons achevé, au n° 369, de démoiiirer le théo- 
rème du 367 donl les formules doivent être maintenâni 
considérées comme définissant l'homograplue. En elïel, nous 
avons vu (368) que les figures représentées par ces formules 
revenaient, sans déformation, à des hgures homologiques; et 
nous avons vu enfin (369) que l'homologie se ramenait à la 
perspective qui conserve évidemment les rapports anharmo- 
niques. 

Ainsi deux figures homographiques peuvent à leur tour so. 
ramençr à deux figures perspectives l'une de l'autre. 

IV. — Notions sur i.f.s figires corrélatives. 

•372. Étant donné un polygone M, on comprend qu'à cha- 
cun A de ses sommets corresponde, d'après des conditions 
quelconques, une droite A'B' que l'on peut considérer comme 
appartenant à un second polygone M'. Ainsi le somnioi B do >l 
donnera le coté A'C de M': par conséquent, le sommet A' 
de M' correspondra réciproquement au côté AH de M; de cotte 
façon chaque sommet d'un polygone correispond à un côté dp 
l'autre. 

On. considère seulement le cas où les coordonnées x et r du 
sommet A n'entrent qu'au premier degré -dans l'équation d»» la 
droite correspondante. Celle écjuaiion sera donc de la fornif 

r(n,x' l/, r' -t-c,)4-/(«t^' -4- -hr,) -ha^x' -h h^y' -h r.^o. 

Ici et sont les coordonnées courantes d'un |)oint do roiif 
droite, dont l'équation prend aussi la forme 

.^'(Vï, x-ha , >• -h rt, ) -h / ' ( -H bi}' -h ) 4- < i i -h f, )•-+- r, :;= o . 

Ce point et celte droite s'appellent pôle et polaire 1 un par 
rapport à l'autre. 
373. 1^1. première forme devient aussi 

. .r\' hvY^ IJ'=-- o,- 

iJ. 
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en posanl * * • ' , • * • . . 

Observons que cev^e équation èst aud^ celle d'une droite du 

premier système correspondante à «n;poinl af, y' du second : 
donc, soii px qy ->r r=o[m) l'équalion d'une droite fai- 
aaçt partie de la figure M, si i'on po»e , ' 

H' p y ql . . . . Y' ' U'\, 
«1 == t-9 = 1 ( ce qui revient a — = — = ^ ) f 

. * •* ' ... ' • 

on peut Idemifler ces* deux formes âè l*équaU<Mi. Comme /», 

q, r sont donnés, on trouvera ' • 

ce qtà siiffira poiir déterminer les coordonnées et/' du 
point 4e la seçonde fleure correspondant à une droite donnée 
dans le premier. 

374. La poUure d*un point quelconque situé sur ûne droite 
passe par le pôle de cette droite, 

' Nous avons vu (|u'un poinl indiqué parx,7Sùrutlc*dfoite(m] 
.qui a pour équation px -\- qr r=o, avait pour polaire une 
droite représentée par .r V ~h rV -h U' = o , éqùaiioii dans 
laquelle ^'tX' sont les coordonnées courantes. Mais nous ve- 
nons de voir aussi que cette dernière équation était saiislaite 
pour un point quelconque de (m), sî l'on donnait à x*, 7*' les 
valeurs spéciales dés. coordonnées du j[^61e de cette drqite (in). 
Ainsi là polaire d*un point quelconque de l« droite (m) {Misse 
par le pôle de celle droite, dont les jpoordonnées *)m V*,/< 

ce qui démontre le théorème.' 

. Cola s'exprime encore en disant que : • * ' 

. 6i un point du premier système décrit une droite, la polaire 
» de ce poinl dans le second système passe j/ar un point fixe. 

375. On peut renverser ce théorème en faisant observer que 
St^parun ppint dont les coordonnées sont x', y\ OAiait passer 
une infinité de droites» les pôles de ces droites seroni sur 
une même droite (m), qui a peur pèle le point représenté 

• «. • • • • . • 

• • • • , 

. ■ • 

* * • Digitizco L_, 
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par Jc' y y'. Moue les pôles des droites qui passent par un point 
fixe sont sur la polaire de ce point. Observons que les ihéo- 
rèmes de^ n*>' 57 et 58» appliqués aux coniques, sont des cas 

• particuliers de ceux que nous venons de voir. 

376. Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui des quatre polaires correspondantes. 

Soient a, />, c, d quatre points en ligne droite et A', B', C, 
D' leurs polaires qui concourent, comme on vient de le 
voir (37^^), en un point S, et prenons pour axe des abscisses 
la droite aôcé/ qui coupe le faisceau S en quatre points a', h\ 
c\ d'. 

Les ordonnées des points donnés <i, 6, c, d étant nulles, 
une polaire» telle que A', a une équation de la forme 

, . - 

comme y' = o pour a\ un a 

t . • • - . 

U' Ujx' -h Ci ' .' . . 

X ==■ — = — î . *' 

A <i, x -h C, 

• 

^' étant l'abscisse de a'. 

Cette valeur de x rentre dans les formules de l'humogra- . 
phie (376), et il en esl de même pour la valeur jr= o qui per- 
met de supposer une expression de même forme, où les 
constantes du numérateur seraient nulles. 11 y a donc relation 
homographique et par conséquent égalité de rapports anhar- 
moniques entre les points a, b, c, d et a', 6', d\ ce qui suf- . 
fit pour l'étendre au faisceau S» 

377. Nous pouvons donc appeler corrélatives les figures 
correspondantes que nous venons d'étudier, c'est-à-dire leur 
appliquer lu définitron suivante : 

Deux figures sont corrélatives lorsque les points de Tune 

• correspondent aux droites de l'autre, de manière qu'à des 
points en ligne droite correspondent des droites passant par 
un môme point, avec cette condition que le rapport anhar- 
monique de quatre points soit égal à celui des quatre droites 
correspondantes. 

])eux figures supplémeniaires éteint tracées sur la sphère, à un 
point de l'une correspond un arc de grand cercle de l'autre, et 
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le rapport anharmonique <le quatre points situés sur un arc de . 
grand cercle est égal à relui des quatre arcs tie grand cercle 
qui correspondent à ces points. 

On a donc une idée géométrique des figures corrélatives en 
les considérant comme déterminées par un plan ou par deux 
plans différents, sur deux concs avant pour sommel le centre 
de la sphère el pour bases deux figures supplémentaires ( * ). 

378. Si les côtés des deux polygones M et W deviennent 
infiniment petits, ils dégénèrent en deux courbes corrélatives. 
Chaque point de lu courbe M correspond encore à une droite 
qui sera tangente à la courbe M' ; ainsi chaque courbe sera 
V enveloppe (oTmée par les polaires des p(^înts de l'autre courbe. 

Par conséquent, à un point de Vime des courbes correspond 
aussi un point de l'autre. En effet, soit a un point de M, et A' 
la tangente correspondante à M'; soit encore A" la tangente à 
M' qui correspond au point de M Infiniment voisin de a; \es , 
tangentes infiniment voisines A' et A" se coupent en a\ point 
de la courbe M' qui correspond au point a de M. 

V. — COKIQUES CORRÉLATIVES. 

3t9. La courbe corrélative d*une conique est aussi .une ço- 
niaue. 

Son • 

ày* -f- bxj' -h cx^ -Jr df -h ex -h f = o 

réquatioT) de la conique doimée ; nous avons représenté ( 373) 
PV 

l'équation de la polaire d'un point de cette courbe. 8i nous 
. iaugmontons très-peu les cooixionnées de ce point, nous 
aurons une autre polaire Infiniment voisine de la première, 
et rimcrsection de ces deux droites nou8 donnera (37^) les 
coordonnées x', y du point de la courbe corrélative cor- 
respondant à Celui qui est indiqué par 



( *" ) Dans loB iroÏR fîiro*n»ionR. rr sorii ftfnns qui rorr(>flpt>ndpnl à 
point et de» tlioitei a de« ttroitet. 
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el posant < ' ; ' 

■» ex -4- -f- *^ 

on a ; . 

comparant cette éqiiatioR avec la préeétone, îf vient - 

• • • 

GoflMiieejitiMve, . » , .. 

* • ' • » 

JC — AIP= ' r ^» 

dernièra^ équations donnent les rèlations sjméirîques . 
r(*âU»--i/Y')-h:r(6U'- tfY')-hrftJ'-2/V'==a,' 

Êliminani entre ces deux (M]ualions, pour avoir la valeur de x 
et celle de y, qa remarque que les termes en \'\' dé- 
truisent dans le coefQcient de chaque variable* ainsi que dans 
le tenue indépendant, relatil à cette variable. Alors IT disparaî- 
tra comme iacteur commun dans M -expressions de jp et de ^- ' 
où figureront seulement, à la première puissance les quan- 

iHéiT:, Yv-tr: ^ * ' 

On pourra donc écrirè , 

• •• 

"Les coefficients île ces expressions dépendent des cdn- .. 
is^ntes ht 9 Cl,..., qui entrent dans les valeurs de X', 
ir, (3rr3], ainsi que des coefficients a, 6, c,. . • de réqua-» 
iU^n âè la conique. 

Remplaçant donc, dans réfiuuiion de celle conique, x ei y 
par leurs expressions, on voit que l'équalion en x' el/*' sera 
aussi du second degré. 

• Enfin les formules qui donnent x eiy en fonction de 
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el^ ' étaiu celles de riiomograpliie, on voit que les points cor- 
respondants de deux coniques corrélatives sont en relations 
homographiques. * , • • • 

380. Ces théories ont une foule d'applrcations : par exemple, 
si, dans la figure M, on voit une courbe çoupée par une 
droite en deux points, la figure M' présentera une courbe 
corrélative à la première et deux ungentes, polaires des deux 
points de rencontre indiqués, se coupant en un point qui sera 
le pôle de la droite donnée. . .^n,, . . » . ^ • • . 

Tandis que l'homographie généralise les propriétés des figu- 
res, et que, par exemple, elle étend aux coniques les propriétés 
du cercle, la corrélation double le nombre des théorèmes. 

Ainsi, nous avons déjà vu diverses propositions que nous 
aurions pu nous dispenser de démontrer, parce qu'eues étaient 
corrélatives d'autres propositions déjà connues. Par exemple, 
le rapport anharmonique que nous avons vu, à la fin du Cha- 
pitre V, exister entre les tangentes d'une conique, pouvait se 
conclure de celui qui venait d'être observé entre les points 
d'une conique (112). 

De même, le théorème du n* 175 sur l'involution de six 

tangentes résultait de celui du n° 172 sur l'involution de 

six points dans une conique. , • . • 

• • * 

# I 

• : . ' ^Vl. COKRÉLATION RÉCIPROQUE. . 

». ' • * 

9 

* • ' * .• ■ 

381. Les figures M et M' que nous avons considérées jus- 
qu'à présent sont corrélatives, parce qu'elles s'engendrent 
l'une l'autre; mais elles ne sont pas réciproques, parce que la 
génération de la première par la seconde ne se fait pas de 
la même manière que celle de la seconde par la première. 
Pour qu'il en fiit ainsi, il faudrait que les consjantps fussent 
les mêmes dans les deux modes de génération. 

Or, le point représenté par x, y dans la première figure 
correspond, dans la seconde, à la droite qui a pour équation 

r'est-à-dire . * . . • , 

* t 
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IVlais celle équation pouvant se melire sous la forme 

. x'x-i-/yh-u = o. : 

en posaol . ^ ^ * 

la relation sera réciproque si les conditions suivantes sont 
.remplies : 

* û, ==► 6, , = c, , 6, = Cj . - • 

}^S'2. Alors, considérons la conique qui a pour équation 

a/' -h bxr 4- cx^-i- dy-\- ex-\- f =^0, 

« • « * ' • 

Nous poserons • • 

et l'on reconnaîtra que pour les deux Jifrures la polaire d'iût 
point quelconque est prise par rapport à cette conique. Dans 
ce cas, les deux figurçs sont réciproques. 

Si l'on supposait les conslanics égales -ol de signe contraire, 
on serait obligé d'en admettre trois comme nulles : la se^ 
conde ligure se réduirait à un po^it, et ce mode de généra- 
tion serait illusoire. 

• • 

VU. — Coniques inscrites et circonscrites a tw même , ' 

QUADRILATÈRE. 

383. Si plusieurs coniques sont circonscrite* à un ritéme 
quadrilatère, les polaires d'un point quelconque V, prises 
reiatii/ement à ces coniques, passent par un même point. 

L'équation d'une conique a six coefficients, mais comme- 
ojfi i^eut toujours la diviser par un jierme, tel que le terme 
indépendant, on peut supposer ce terme égal à l'unité et 
l'équation sera mise sous la forme 

ajr^ H- bxr -h ex* -h </r -h ejr -h i = o. 

Cela posé, nous allons établir les conditions nécessairésr 
pour/iue la conique passe par les sommets d'un quadrilatère 
donné. Mais, pour simplifier les calculs, nous ferons^ passer 
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l'axe Ox par dfux de ces sommets A ei A', el l'axe O^ .par 
deux autres B ei (la figure n'est pas faite). Soit donc 

m 

Ôa voit que a el at'« p et ^' sof4 les raelnês des équations 

» « 

• • . . . . -, 

c'est-à-dire que ei--^i et ^ âonuftes^ racines deséqua- 

tiojiii , 

+ p". + p. • •. 

Donc • .: . , . 

et de même 



' Observons qu'aucune des» quantités a, a\ ne sera 

mille» sans quoi la eoniqilft aurait trois peints en li^e droite. 
. Remarquons sussi tue coefûcieiii b reste iadétemiUié» 
ce qui montre» comme l'énoàcé le suppose» qu'on^pont îfeir^ 
passer Une InHnité de coniques par quatre points donnés. 
Avpsî» l'équation defienl ' ' 

e'est^è-dire que a, c, J, e sont connus. 

Alors» soienv^i^/i les coordonnées du point quelconque P; 
la polaire de ce point a ipoar équation (67) 

et si nous posons les deu^t équations de lignes droite . 

et. - 

Il e9t ceUlaitt que le point P', où se couperont tes. deux droites. 
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ain^i représentées, appai'tiendra à la polaire du point 1^, quelle 
q\\e soit la valeur de b dans Téquation de là conique. 

Ces deux droites étant les mêmes pour toutes les coniques 
circonscrite^, le théorèine est dértiontré; mais nous observe- 
rons^ue l'équation Xi^rh xyt représente la polaire du point P 
relativenjjBnt à l'angle des coordonrîées, puisque l'ensemble 
des deux axes a pour équation xjr=o. 

On en conclut le corollaire suivant : 

Les fiolaires d'un point donnée prises par rapport aux 
trois angles qu'on obtient en joignant deux à deux quatrtf 
points fixes, concourent en un même point. 

En effet, nou^ avons mené les droites AA', BB' qui se cou- 
pent en 0; de même, les droites AB, A'B' donneront l'angle O'. 
el les droites BA', B'A l'angle 0". Comme chacun de ces 
angles est une conique circonscrite au quadrilatère AA'BB', 
les polaires da P, relativenienl à ces angles, concourront en 
un même point P'. 

Ce corollaire permet donc de construire le point consiaiii 
du théorème précédent. 

Les pôles d'une même droite, relativement à une série 
de coniques inscrites dans un même quadrilatère^ sont en ligne 
droite. 

En effet, soit mn la droite dont on considère les pôles rela- 
tivement à plusieurs coniques A, B, C,. . . , inscrites dans le 
quadrilatère des tangentes «6, 6c, et/, da* Imaginons, corréla- 
tivement à la première, une seconde figure qui sera com- 
posée (380) des coniques A', B', C',. . ., circonscrites au qua- 
drilatère formé par les pôles b\ c\ d' des tangentes sus-^ 
dites, et du pôle m' de la droite mn. On sait que, dans celt<' 
seconde figure, les polaires de m' relativement à A', B', C',. . • 
concourent en un point// (383). Or, un pôle de mn sur la 
première figure correspond à une polaire de m' sur la seconde, 
et comme les polaires de m' passent par un même point //. 
les pôles de mn sont sur une même droite pq, polaire de p'. 
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CHAPITRE XV. • 

THÉORÈME DE PASCAL, ETC. 



1. — llKXAtiOiNE IHSCllT A XiHE COMIQUK. 



386. Les points de concours des côtés opposés d'un hexa- 
gone inscrit à une conique sont en lif^e droite {Jig. 109). 

(knisidérons d abord le cercle circonscrit à l'hexa- 
gune ABCDEF. Si nous indiquons les côtés FA, AB, . . par les 
cfaiiïres 2, 3, 4* ^» ^» il esl clair que l'on aura pour côtés 
opposés I et 4» 2 et 5, 3 cl 6; ces côtés donnent les points de 
concours N, L et M, et je dis que la ligne NLiM est droite. 
' Pôâr le démontrer» considérons le triangle RPQ formé' par les 
côtés Impairs et coupons-le successivement par les c6t^ 
pairs FEM, ABL, DCN^ considérés comofe transversales. 11' 
vient ainsi (2) ' 

PE.QF.RM=PM.RF.QE, / 

. QAfRB.PL^QL.Pfi.bA, . . \ 

. PD.QN.RC =PC .RN.(Mft: 

• • • . ^ . . . • 

Multipliant ët ohservarît que les produits PE.PD et ^B.PC, 

QF.QA et QÊ.Ql), Ub.UL: et UA.RF sont égaux dpux à deux 
par le tbéorèiae des sécantes^ il reste . 

Rlf:PL.<}N=sPM.QL.RN. • 

a • 

« 

Par conséquent (k), les points N, L, M sont une iransver- 
^e de ce même triangle ÂPQ. . * 

. Ce théorème» étant déftiontré pour le perde» se ccmclut^ au 
Inoyen de la perspective» pour une conique quelconque. Ctx 
énoncé est dû à Pascal. 

387. Ce théorème peut encore se metticesous Informe sui- 
vante : 

Soit MNC un triangle variable dont les cdtQS sont absujciiid 
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respeclivemeni à passer par trois points fixes L, B, D, et dont 
les sommets M et N s'appuient sur deux droites fixes MF 
el Nt'He lieu du troisième sommet C est une conique qui 
passe en F, en B et en D, ainsi qu'aux points A et E, où BL 
coupe FN, et où DL coupe FM. Nous généraliserons ce théo- 
rème (393). ' * 
' 388. En renversant le théorème de Pascal, observons (|ue 
les six points A, B, C, D, E, F, où se coupent ainsi deux 
à deux des couples de droites partant de trois points N, L, M 
situés en ligne droite, sont sur une même conique. Or, ces' 
couples se coupent ausSi aux points R, V, P, T, Q, U ; donc 
ces six autres points sont aussi sur une conique. 
• Du reste, on peut encore combiner ces douze points de 
bien des manières : six d'entre eux seront sur une conique si 
l'on évite d'en prendre trois en ligne droite. D'ailleurs, rien 
n'exige que l'hexagone soit convexe. 

îî. — Cas particuliers. 
♦ . . • • • • . - 

389. Pentagone inscrit {Jig. 1 16). — Supposons qu'un côté, 
de l'hexagone inscrit, par exemple celui qui porte le chiffre 6, 
devienne nul, c'est-à-dire dégénère en tangente, cette tan- 
gente rencontrera le côté 3 en un point M, sur la droite I^N, 
.où se coupent déjà a et 5^ i et £(, 

Alors, l'hetagone dégénérant en pentagone, on voit com-^ 
ment on jiourrà mener une tangente à un point donné d'une 
conique dont on a déjà quatre points. . , " 

390. Quadrilatère inscrit. — On peut supposer d'abord que 
les deux côtés nuls sont des tangentes à deux sommets con- 
sécutifs b, c du quadrilatère {Jig. m). 

Mais considérons suHout le cas de la Jig, 112, où les côtés 
nuls sont les tangentes à deux sommets opposés 6 et d. On 
yoit alors que dans un quadrilatère inscrit à un conique, les 
' côtés opposés et les tangentes aux sommets opposés se coupent 
sur une même droite. 

En effet, il est évident par la symétrie que les tangentes 
en a et en c se couperont aussi sur MN. . • • 

. 391. Triangle inscrit [Jig, i i3). — Dans un triangle inscrit» 
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les leiigentes aux sommets jouant Je ro\e Ue cik^ji, ou a Ut 
théorème suivant : ' • • 

Dan^ un iriangh' inscrit à une -conique, les poinis t#n- 
cours de» tangentes aux sommets avec les côtés opposés sont 
en ligne droite. 

Îi92. I/exagontf inscrit dans un angle. — Les polygones 
précédents ne sont pas ncH essaîrement convexes, non plus 
que riiexagone iuscril. 

Nous allons voir ce que devient cet hexagone non convexe 
({uand la conique dégénère dans le système de deux droites 
{Jig, 93 j. Soient paa\ OSO' ces deux-droites, et pOp le côté 
numéroté i qui rencontre 00' en 0. Lu droite Oa porte le 
chiffre 2, «S le chiffre 3, et Sa' le chiffre 4» ^nHn, les 
lignes a'O' et O'p sont numérotées G et 6. Les cotés i et 4 se 
coupent on p, t et -5 en m, et 3 et 6 en /i; donc m, n, p sont 
en ligne droite : c'est ce qu'on a déjà vu au n° 318. 

in. — Point décrivant unb conique. 

393. Si les n côtés d'un polygone tournent autour de n points 
fixes, tandis que n — i sommets glissent sur des droites don- 
néet, le dernier sommet décrit une conique. 

Soil ABCD> . . M le polygone en question et M le somniet 
qui n'eat pas assujetti à décrire une droite : A, B, C étant trois 
sommets consécutifs, joignons AC. Par suite des hypothèses, 
le-côté AC passera aussi par un point fixe (323); il restera donc 
le polygone KO). . . M, do /i — i côtés, dont les côtés et les 
sommets seront soumis aux mêmçs conditioDS que ceux du 
polygone donné. . 

En réduisant ainsi un à un le nombre des côtés, on arrive a 
un triangle tel (|ue celui pour lequel cette proposition a été 
démontrée (387), proposition qui se trouve ainsi généralisée 
|)ar le théorème actuel. • • . . ' 

. 

IV. — Hexagone circonscrit. • f . 

• * • " ' ■ , 

394. Dans un hexagone circonscrit à une vonique, hs droites 
qui joignent les sommets opposés concourent en un même point 
[fig. ii4)- effet, soient a et 6 les points (K) contact des 
côlés d<' Tangle BAK, la droite ah est la polaire du point A, re- 
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' lalivenieiU à la comque. De même, ed seru la. polaire du soiih 
inel CD opposé à A : donc le point où se renconlreni ah ei tni 
esl le pôle de AD. De même, les points de concours de bc et 
de ef, de cd et de af^ seront respectivement les pôles de BE 
et de CF. Mais le théorème de Pascal (386) appliqué à l'hexa- 
gone inscrit abcdef fait voir, que ces trois points de concours 
sont en ligne droite; donc aussi les polaires AD, BE, CF de 
ces points se couperont en un point S qui sera le pôle de celle 

droite. ^ ' iU 

Ce théorème, ainsi que celui du numéro précédent, est oA 
à M. Briandion. Il présente un exemple de corrélation réci- 
• proque, mais assez simple pour qu'on puisse le démontrer 
rectement^ cîomme on vient de le faire, ■ 

Ce théorème peui encore, s'énoncer comme il suit : si, dans 
un triangle variable SBC, les sommets sont assujettis à glisser 
sur trois droites fixes AD, BA, CD et si deux côtés BS, CS tour- 
nent autour de deux points fixes E, F, le troisième côté BC esl 
. toujours tangent à une mé,me conique, à laquelle les droites 
BA et CD sont aussi tangentes, ainsi que hi droite EF. . ^ 

C'est l'inverse du n» 387. •* • . 

Rien ne suppose ici que l'hexagone soit convexe, non plus • 
que les polygones dont nous allons parler. 

V. — Cas particuliers. ' • 

395. Pentagone circonscrit [fig- n5j. — Si l'angle AFE 
{Jig. ii4) s'approche do i8o degrés, on voU que les droites 
AF, FEse réunissent en une seule à celle limite et que. F sera' 
un pornt de contact qui réunira a et/; on arrive ainsi à la 

Jig, ii5. Ainsi, étant donné un pentagone ABCDE «circon- 
scrit à une conique, on trouvera le contact d'un côté AE, en * 
joignant AD, BE qui se coupent en S, puis menant CS qui 
coupe AE au point F de contact. « . • • • 

396, Quadrilatère circonscrit. — Dajis un quadrilatère cir- 
conscrit, si deux points de contact consécutifs F et B 
(Jig, ii6) représentent des angles, la diagonale AO passe au 
point S où concourent EB et CF. ' • 

Mais si l'on prend pour angles les points de contact opposéïr 
B ei E {Jig, 1 17 ), on obtient ce théorème déjà démoniré (174): 
Un quadrilatère étant circonscrit à une conique^ le point de 
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concours ites diagonales esl le même que celui des d roi (es qui 
joignent les points de eontacl des côtés opposés. 

397. Triangle circonscrit [fg. ii8). — Eiiiin, dans uii tri- 
angle circonscril, los points de roniact dcvenani des. sommets 
d'angles, on a le liicorème suivant : 

Dans un triangle circonscrit à une conique^ les droites qui 
joignent les sommets aux points de contact opposés concou- 
rent en un même point. 

' VI. — Deoite enveloppe d'une conique. 

398. Uclativemenl à une conique quelconque, construisons 
la figure réciproque ( 382 ) de celle que l'on pourrait construire 
pour le n° 393: chaque côté passant par un point fixe corres- 
pondra à un sommet glissant sur une droite fixe, cl récipro- 
quement. Comme la conique de la première figure donne aussi 
une conique dans la seconde ( 379), on a le théorème suivant: 

Les n sommets d'un polygone glissant surn droites données^ 
tandis que n — i côtés tournent autour de n points fixes, 
le n^ côté enveloppe une conique. 

On sait, en effet, qu'un point de la conique, dans la première 
figure, a poiir polaire une tangente à la seconde Conique. Cela 
généralisé ce qu'on a vu à la fin du n'>394-. 

VII. — Faisceaux mobiles. , . 

. . • ' - ' k 

399. ' Nous avons vu (112) que si l'on joint quatre points 
fixes A, B, C, D d'une conique à deux points quelconques M 
et JA' de celte conique, les deux faisceaux des sommets M ei 
M' SQnl homographiques, c'est-à-dire qu'ils ont les même5 
tappoTts anharmoniques. 

Réciproquement, soient deux faisceaux homographiques M 
et M', et A, B, C, D les points où se coupent leurs lignes ho- 
mologues-: si, par les cinq points A, B, C, D et M on fait pas- 
ser une conique, elle passera aussi en M'. 

. Cela revient à dire que si deux faisceaux homographiquet 
tournent autour de leurs sommets M et M', les points d'in- 
tersection de leurs droites homologues sont sur une même 
conique avec M et M', que l'on peut maintenant supposer 
fixes. 
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WO. Si chaque faisceau a un mouvement quelconque ; si, 
par exemple, le premier est mobile, le second restant immo- 
bile, ou réciproquement, le théorème précédent fait voir que 
chaque position donne six points placés sur une certaine cor 
nique : mais pour que les points appartenant à toutes les posi- 
tions soient sur une même conique, il faut que le mouvement 
d'un des faisceaux soit déterminé par celui de l'autre, 

kO\. Autre démonstration du théorème de Pascal, — 
Considérons un angle fixe AOa et une droite mobile pas-» 
sant par un point fixe S : quatre positions de la droite dé- 
termineront sur les côtés de l'angle les points A, B, C, D et 
a, by c, d qui auront de part et d'autre le même rapport anhar^ 
monique. Donc, si l'on joint les quatre premiers points à un 
point fixe F, et les quatre autres à un second point fixe /, les 
faisceaux F et / seront homographiques. Dans ces faisceaux, 
deux droites homologues FA, /a se coupent en M suivant une 
conique passant en F et/; c'est la conséquence des numéros 
précédents. On en conclut le théorème que voici : 

Soit un triangle mobile A «M dont les cùtés passent par trois 
points fixes F,/ et S, et dont deux sommets A et a glissent 
sur deux droites fixes OA et 0«; le troisième sommet M dé- 
crit une conique. 

Mais nous avons vu (3W) que ce théorème était identique 
avec celui de Pascal ; dot>c celui-ci estdcmomré. 

W)2. Description des coniques, — Soient AMB, AM' B (ftg, 1 1 f)) 
deux angles de grandeur constante a et a', mais mobiles au- 
tour de lejirs sommets fixes M et M'; si ces angles tournent 
de maniéré que lé point A se meuve sur une conique p^ssqnt 
aux sommets M (H M'> le point B décrira aussi une /i^tre co^ 
nique passant par les deuJk mêmes sommets. 

Eneffeli, les' positions Consécutives des. drgitçs MA, M'A se 
coupant par hypothèse sui* une même cpnique, passant en M 
et M', les rappbrts anharmoniqups des positions conséciitives 
de MA seront les ifiêmes que ccu«i des positrons correspon- 
dantes de M* A : c'est une réciproque évidente des n** ^99 
et W)0. 

Mais comme « et a' sont coo^tant^ le mouvement angulaire^ 
d<rMB ot deVl'B sera tel, que }es po^itktps cohséttui^ûs de MB 
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terom entre elles les mêmes ongles que celles de MA, ei les 
positions de M'B les mêmes anpies que celles de M'A. Il en 
résulte que les faisceaux MB et M'B' sont respeclivemenl ho- 
tnographiques avec les faiscéauT MA ei M'A : donc ils le sont 
«ntre eux î ainsi, d'après les numéros rites, le point B décrit 
une conique passant aussi en M et en M'. ^ / 

403. Si nous imaginons que la conique A se réduise à l'en- 
semble de la droite MM' et d'une autre droite sur laquelle le 
point A doive glisser» n(Mis avwis la construction suivante, 

..4ue à Newton : V * * 

Si deux angiet donnés de grandeur AMB = a, AM' B = a', 
-Mtumeni autour de leurs sommets M et M' de manière que 
ie point A soit sur une droite donnée, le point B décrira une 
panique qui passera par les points M et M'. 

Pour trouver la tangente au point M, il faut prendre la posi- 
-tion où le point B, après s'être rapproché de M, finil par s'y 
confondre. Alors M'B venant sur M'M, M'A viendra en M'A„ 
ici que A, M' M = a\ Soit donc A, MB, — a, MB. sera tangente 
>D M, puisque B et M se réunissent en M. 
^..On trouvera de même la tangente en M' : seulement, en 
.faisant tourner les angles, il ne faut pas intervertir le sens 
des côtés respectifs, c'est-à-dire ne pas confondre MA et MB, 
;M' A et M' B. 
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I. — TiiÉORfcaiE ad quatuor lineas. 



404. Ce théorème, dû à Pappus, a élé développé par Ncwlon, 
qui en a fait la base de la ibépric dos coniques. Nous allou*î 
d'abord démontrer un lemnie relatif au cercle. 

Dans un quadrilatère inscrit au cercle, le produit des dis^ 
tances d'un point de la circonférence à deux cOtés opposés 
est égal au produit des distances de ce point aux deux autres 
côtés {fig* 1 20 ]. 

Joignons ce point quelconque M do la circonférenèé à *dp\îx 
sommçts opposés A et les triangles MA II, MCi' sont sem- 
blables, parce que les angles MAD, MCDsonl supplémcniaires; 

on aura donc ^[^~^- môme, les triangles MCI!', MAI 

sont semblables, parce que les angles inscrits MAB, MCB ont 

1 A A MH' MI „ , . 

la même mesure; donc -^777 =ï7t' Multipliant, il reste en 

ML illA 

effetMlI.MIl =Mr.Ml. 

405. Concevons h section circulaire d'un c^^lindre droit à 
base elliptique, afin de passer du cercle à l'ellipse par les pro- 
jections; nous établirons le lemme suivant : 

Si d'un point du plan du cercle on abaisse une perpendicu- . 
. taire sur une droite contenue dans ce plan, et siy de la projec- 
.iion du point donné, on abaisse une perpendiculaire sur la ' 
projection de la dN)ite donnée^ le rapport de ces deux per^ 
pendiculaires est constant, c'est-à-dire indépendant de la po- 
sition du point donné [Jîg. 121). 

Soit A,B, projection de AB et M, projection de M; soit Mil 
|)orpondiculàire sur AB et M, U, sur A,B, : menons aussi, pa- 
rallèlomont à la génératrice MM,, les droites HA, et II, A qui 



« • 



seront nécessairement dans le plao {irojetanlr ABAiB), de sorte 
que ht sera sur AiBi et A sur AB. 

Nous remarquerons que le plan MHA, a une direction déter- 
mioée» puisqu'il esi paiRlIèle Mi génératrices, et qu'il cqupe 
•ia pUn du cefcle milirtni ane perjpeadiculaire à AB; doaelt 
dfôlie-liliAir MliÀBiliqo6nè.^ |A^ tiDul^ fblal U bM» a 
VÎM difooiioD .déienniaéa, . m ébt lodépeadanie 
de 4a« p^flfUon da point ifi àk^ le ti^ingle MrHi A., rec- 
tangle en H,, est d'espèce donnée. De méme^ lé plan MM, H, 
est d'une direction déterminée, puisque Mt H, est perpendicu- 
laire sur A,B,; donc sa trace MA sur le plan du cercle aura 
•aussi une direction déterminée, et le triangle MUA» rectangle 
, eB'H» sera eticorie d'espc^ce donnée* . ' ' * - : 

_ , M| U| ' MH ' , 

; vP Api:e3. cela, les rapports c^ gj* sont constants,: de 

«^pliis; kn hippon^e fiiA« à HA ett aesfel'«oaMl|i, pfthtfofU ne 
*dép^.<|ue Aef nnâittfiHM>li.<lMi«ellft M drMor AB«i Ai%. 

If^q'eiifia^eiiq^p^ «lî^ eMr indépendant dè (a position tta 

paliitlf«* . - 

• ^ ^ ' ^ , M,H..M,H",. M.l. M.I. 
D'après celemme^ onvotlque -tsITmh^ -î^rTST 

sont deux rapports constants et qu'il en sera de m(*me pour 
êelui qu'on obtiendra en les divisant : ma^, dans cett^ 
.ntVu^l6|i<iiyi99Vi9>Ui9Mraii9ea€(4(^ donjag • 

' M, H,. M, H', . 

• ; Cq tl^iûffAiBe, étant diimulré pt^iir TeililiiQ» ^iSuiidi 
toihtes les.(^oiiiqimpivlepriQc!pf5 4<looiAto èn peat<loec 
/ociliiikT^dj^ faiiMt^ 9Hlvalùele tlàé[kr^aiéàd4îia(tto'rHneei: 

■ -Dans un quadrilatère inscrit à une ço ni que, le produit des 
distances d un point de la courbe à deux côtés opposés dit 
quadrilatère est au produit des distance* c^Qinl utut d^ilf 
auli** côtés dans un r<ipporl. constant, /. ■ ' . . 

Rien n'exige que le qua4rilatère soîl convexe^ - . . • " 
*' *Wlf Là titiéon^isé que nous venons de- démontrer p€ui 
.4«fC#M 4^««OfM^r4 <i« i^eiui de Beeai'gùe^ f^tOX'^ effoi^ 
epléii jp^/ Aaef^rp»iidicii(9iras eH^fin^ee fM.pQiqi 
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sur le» cô4é8 opposés AD, BC; soient 7 et g' les perpendicu- 
laires abaissées du même point c sur les autres côtés opposés 
'AB, DC : nous aurons les relations 

p = 6'asiDa, ^' = ca'sina', q = cbs\x\bt q' =^ cb' b'm b\^ 
ce qui donnera ^ 
p^' = <?a.ca'. sin â.sin a', qq' = cb.cb' .a'm b s'in b\ 

ei 

pp' ca.ca' sina.sina' 

qq''~cb,<:b' sin6.sin6' 

Soient P et P', Q el Q' les perpendiculaires analogues pour v\ 
on aura de même 

PP' c'a. c'a! sina.sina' 

c'b.c'b' " sin^. siné»'' 

Mais le théorème de i)esargues a fait voir que 

ca . ca' c' a. c' a' . pp' PP' 

/TTI^ ~ 7bT&b' ' ^^"^ ï? ~ ÔÔ' ' 

ce qui démontre le théorème de Pappus. 

On volt que c ctc' sont ici deux poinl^ pris arbitrairenicni 
sur une conique quelconque, quoique la fig, 55 représente 
un cercle, 

iOS.. Application au triangle, -r Si un des côtés dégénéré 
en tangente, on a le ihéorènïe suivant : 

Dans uti triangle inscrit à une conique, le produit des dis- 
tances d'un point de la courbe à deux côtés dt4 triangle est 
dans un rapport constant avec le produit des distances de ce 
. p^int au troisième côté et à la tangente au sommet opposé. 

909. Si deux côtés opposés du quadrilatère dégénèrent en 
tângenles, les «dires Côtés sç confondent dans la corde qu* 
jôint les' deux .polntà çootact. Voici donçjft ttiéorème qui 
efl résulte:" . " * • . • * ♦* • . • ^' • • 

Le produit des 'distances d'un poihf ' quefconqfie d'il ne 
•ooniijueaux tan^éntes à deux points fixes de cefte cànique es 
dans un rapport constant avec le cavré de la distance du pre- 
mier poif^t à la corde qui Joint les points fixes, • 



« 

II. — TH&OBftl|B. DES SEC^MENTS.' . \ ' * *" 

416: IX'aA f^tn/ 6 jfait lsjp}«p .4riiMi:jiii9i|^ '"^^ 
4iNijp 0miet qui cQupent la eawhé mut poîtUi A et B» .G e< ]>: 
^Irn *ffarh^ p&iht fr' menons, parallèlement aus^-prènu^, 

deux autres cordes qui coupent la conique ai^x poinU k! ft V, 
C et D'; on a toujours . ' • • ' 

Supposons que ces cordes, considérées d abord dans une 
ellipse, soient, sur le plan de celle courbe prise comme base 
d'4iB cylindre droit» 1^ projections des cordes analogues obte- 
nues iiiis yne sectIoA cirealafre oblique. t)n sait, par un 
tMoHIme 4lé4iieniailery ^*é'cfe cercle donn^ . 

oc.od & d *o' d! / • 

• • * * • ' 

«Ifris les triages projetants» détertelaés par fles droites 

lailMesi %taat senblaàesi oiiira»a • ^ : ^ \ 

UA "^îî — "Sb""^ ja6 ^ ' 

'*iQÛ- • • 

O'A'.O'B' o'a'.o'i»' . . , 

Im QktlemiloDC, en divÉsant» * . * * 

iû'^ttt t*^^* *û théorème énoncé. .* * - ' 
; Celte proposlUoii f'étend de relUpiè mà t^tm (Md^seî 
{MT le |HFiB<ip« de eoiitimiteé. . * • • « ' 

• ifii. O^fitéoikvfi^iéiMi par ApoUoDliM^lSiar uMooBlqjiè, a 
^^^^tentfii NewMtt 2i>lme eoorbe algébrique quelcoiiqii» 
de degré m ; seiriêmeiit^ ici, les poteta' Mi que. A etB Ml 
en Boiu,bre.//t, téeJtr ou iiMâ^inaires. • ' - - . \ - ' . . 
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La courbe, rapportée à OA el OC comme axes, aura poui 
équation 

Ma:--*-. . Nj" -+-... -h U = o; 
or, d'après la théorie des équalioas, on sait que 

OA.OB...=d=^ et OC.OD...=db^: 

donc 

OA.OB. .. _ N 
OCOD. .. M* 

Transportons l'origine en un autre point C, sans dkaii^çer la 
direction des axes, nous trouverons la même valeur pour 
l'autre quotient. 

m. — Théorème de Nbwtow sub lb qladrilatèrb circunscrit- 
k\2. Tïous commencerons par rappeler le lemme suivant 

Dans un quadrilatère circonscrit au cercle, la somme de 
deux côtés opposés est égale à celle des deux autres côtés. 

En effet, soient a, b\ c, d les points de contacl des côtes 
AB, BC, CD, DA; posons 

\a=\d=^a, 

ei soient de nrême y, à les longueurs des tangentes qui pa^ 
lent des sommets B, C, D : Il est clair que 

AB-hCD = «-hP-f-y-4-a. 



Cl que telle serâ aussi la valeur de BC AD. 
La réciproque est vraiè; .ainsi supposons 

AB -f- CD = BC -h AD, 

et décrivons un cercle langent à AB, à AD et à BC, il faut 
prouver que ce cercle est aussi tangent îi CD, Soit 

Art = A(/=a, Brt = B6 = ? el Qç = Cb=z y. ^ 

Posons- *xv >*v.> 'iét- 

])d ^ à, .1 . i 



f 
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maiQ déjà sur cette droiie on i oris la distance 

donc le pokii'c!» ainsi qiivqaé sur PD^ psi un folni de conjiact 
pour la tittgeôle ipartâm de C et* pour celle ^1 pan d» Ds p«ir 
eoii8é<(ueDl,^ ces deux tah|[eiites ée reunlfseiit en DC 

kii- Vpi<j oniiiitaoaal ri^nonoi dWtiiéc&rètee'^eniqjmliott: 
- . Ûmii*Ëim ^Ofiulrifatèrtcireofueni à une coniqUe, la ligne qui 
joint [et mille ujc Jet diagonalts passe par le cenire de la 
courbe. • ' . . 

Considérons d'abord le cercle de centre 0. Sôit M le milieu 
de AC» MO coupe BD en N, et il faul prouver que BN = ND. 11 
ImfQra pouréeia'de montrer que les triaiig|es*îlfO; TfSlO sont 
'équivalents; coram* liront déjà )a base cofnmQBe MO, leurs 
. liMMMM JMB» DFsev«ttté«il0a^ ^\mj9^ùa^ raoUfligleaWN, 

.;llJGMt4oœ oaletiiorlul^^ > . 

' ^1I0==0AB — OAM — AMB, ' . ' 

^tt biea 

BrtO = OÎIC BMC ^ OBG, . 
d'où . ^ * . 

<tar QAM «M OlIC aè.i^lc^^ tfkiii .l|aii«AiU Oi ^ 
puisoué li est le ^niffeu de AC i 
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car AOM €t OMC se détruisent ainsi que DAM el OMC; il reste 

2DM0 = ?(DA — DC). 

Mais il résulte du lemme (^12) que 

AB — BC = DA — DÇ: 

donc 

BMO=DMO, 

et, par suile, 

EN = DN. 

Ce théorème s'étend à l'ellipse par [es projections cylin- 
driques qui font correspondre les centres des deux courbes; i> 
s'étend à toutes les coniques par le principe de continuité. 

41V. Ainsi une droite lelJe que MN, c'esl-à-dire joignant les 
milieux des diagonales .du quadrilatère circonscrit à une 
conique, passe toujours par le centre de la courbe. Donc, si 
cette courbe devient une parabole, la droite MN sera parallèle 
à Taxe focal. 

415. La démonstration, môme faite sur le cercle, est sujette 
à certaines modifications, suivant la nature du quadrilatère. 
• Du reste, ce quadrilatère circonscrit à la conique peut ne pas 
être convexe. 

Enfin on sait (1C8) que la droite MN passe par la .troisième 
diagonale du quadrilatère complet. * .... 

.416. Comme coroHaîre du théorème général, nous obsêr- 
Verpn^ que toutes les coniques inscrites dans un même qua- 
drilatère ont leur écrit re sur une même droite, ^ » 

417. Théorème de Gerf^onne sur fe tHanrf^le circonscrit. — 
Supposons q.uei dans layî^^ 122, deux côtés», tels que DA,.DC, 
se. rapprochent do manière à sé mettre en ligue droite : le 
qtiadrilatère. se réduira à un triangle cirronscrrt ABC, uù le 
polé AC sera tangeut au point I) dans lequel i>e réunissent auss^- 
les points de cbntaci c ei d {Jrg.i^S)» On a donc le théorème- 
suivant : 

' Dans un triangle circonscrit ,à une conique^ ia droite qui 
joint le milieu d'un côté avec le milieu de la distiutce du point 
de contact de ce côté au sommât opposé passe par le çetttre 
ih la courbe. ' . . ; 
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418. Les côtés d*un angle sur le plan d*une conique fonl 
partie d'un faisceau harnwniq^e dont les autres drpiim f»»- 
juguéeisofU la ligne qui joiiii^iÊommet de l'asigie au cenUt 
de ^mcourber et la pQlaittPidv )tdliea dé là distance i^J^nt les 
md0B càiHMé^ angle (jigJiHy ' " 

.È'aai Shi>'qn\' éétefinftiérQni te c^uàdrnatèré inscfrit a^cd, el 
le quadrilatère circônscrll ABCD cherchons la Di^iftire. du 
milieu M de la diagonale AC. . * ' ". \ ■'A'^-^'^: ' '^^^^ 

il esl clai^ que AC est la polaire de S, puisque celle droite 
bontlent les pôles A ei C de W el de bc,\ donc AC est perpen- 
diculaire surOâ($3), puisqu^il s^a^il d'un cerCle«.,£nfui la pô- 
liti^ M> coname celto de toul {NOinl de AC, passe S : ob- 
•i|r<$KAë flusfti que BB pMe ea 8» c^f B* ei D» ainsi que^ so^ 
iftlpla polaire^tfa poibt 11 o(i ^ticçùtept ha èt ctf. ' ' ' - ' 

M« posé^pQÙr avoir j'çquaitpft 4e cette, polaire «fe 11^ noW 
fii^mlfoitB ^ potfr aiee des abscissès' et S pour o'figtiiç.. Aiofs 
les équations deSÀw/ el de S6c sont . . - ' • 

t. 'yjmmisef y^mfSCt '. ••••••* . / 

l'é^vaUQndttcerfOe.^inii; . . . . . . . . s • ' 

• , • - < • . • . - 

' fn pesant OS =: p. Donc eeite de k polaire d'uo-.poj^t roprè* 

S*n s'agil du point S, pour lequel ît^==o, ^ '=5= 0, rèquaijon 
de AC, polaire de S, sera ' ' ' « •* > ' . • ' * 

• * * • * • 
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dolu;, en indiquant par X = SU celle valeur de ar, on a 

P 

Maintenant, pour trouver l'ordonnée irA = ^, du point A, pôle 
de ad, il suffît d'identifier les équations 

dont la seconde, à cause de r'-h(X— p=zo, devient 

»-,-Hx(X — ;>) = o. 
Donc ridenii(icalion donne 

■ 

m— A^^^ I' 

ftt —, a ou V, = — .. 

r» ^ pm 

On aura de même 
Alors 

réçtuatlon de la polaire de M, étam de la forme r= ux devra- 
encore être ideDliliée avec l'équation ' * ' 

(X — /7)(X— /?)-f-/Y=r% oubien rY-+- ar{X-/;j = o; 



ainsi 



Y -p- 



ou enfin 

IL m m' 



\fn m'J m m' ' 



m -4- m' 
Maintenant, dans régalité 

((ii-i-(t>)(a,-^a,)T=:t(a,a,-ha,a,) (32), 

' (jui constate le rapport harmonique de quatre poiiiis ou 
^quatre droites, posons " 

ft,=fn, puis âirizo 



Google 



po.iir KxirolUî et . - * * . J*' • 

Ht 3:17111%. * ' • * ^ * " 
.11 resté . ■ • • 

(m*f- m'')tf, asajitiii' . et Hisfu 

nique «vee Smf ei SÂe, est en ellèl la* polaire djii mîHea M 
de AG. Wwr eettséquent» 2ç duméèire Ofi eii perp^kdieilaivm 

«Irl85''(53). ' 

419. Le ihcorèmo, ctanl ainsi démontre pour le cercle, 
s'étendra à l'eUipse au moyen des projections cylindriques 
dans lesquelles les milieux des droites sf3 correspondent. En- 
saite on le généralisera pour les autr^ coûk|ues.iltt mo^eo 
djù prkKcipe <ie eOfDtinulté ( 177 ). 

Ibns ces ffinil^nMtSons, lè diaio^tre^^.^^ et s|.perpeiMU- 
cukire 99 tfôfienneAi ^idennnént l'ès *4t(Ç(Çtf|9i^ ito 
diaoïètres eo^Cigués de 1» coniqué. No^è peaveas àont cook 
fréter l^éIlMleé do n* MB par robserVat^oii sui^vant^ : 
* La pohtin du milieu Hé la distança indiquée est panM^^a» 
diamètre conjugué de celui qui passe par ce milieu, 

i20. On prend le sommet d'un des trois angles dont les côtés 
réunissent deux à deux quatte points donnés d'uilf conique, et 
^I pn cherche par rapport 409 côtés 4é net ia. çon^u^uée 
kurMoiiique de la droite ^tfi Jo(nt ce aommet aa cejUnideia 
ti^iqà^S dénvMirér''que eeite conjugaée.éofmohique et hf 
fUtûe aitjlret droites analoguHa sont panUlèlet C/I^.'ta4)* . ' - * 

Çee (jtiatre .po&i.ts*étaiit t^f Â dt Içs ^omlhets.des m^es 
foîit S, T. Oi( ^mx dd troy^er Sfi* 6oii]<igtd^é dè SO relatif 
"yement à l'angle aSb, on- trouvera de mêm^RR' cohjifguée 
de lU) relativement à l'an^^ aKd: d'âprès ce que l'on vient 
,dé voir, KR' sera la polaire du' miTieu'N de BD. Soit I ^e poiru 
d'intersection de ces •pQlâitres SS' lôl RR', il* est clair que I sera 
le .pôle dpIlK. Mais' tiou^' avons vu (Mâ> que W P^r 
le centre;- 4ooc' le pôle l est à HHÛnl/é'iSsi'^^-Syi^e^^^Mê^ 
jBt soni'panfM^çs .;r le. raisônnemdfa «eraft ie .méYrv^ T^"^ 
•lli'ti^èinedro4e T('^; aM^ le ihécM^ine est il^îbo 
'sflilt (.996) que fT^'^à la. fole le pbint-ie^'totipduiir éfji jSlë^ 
nales de ABGD eîé&a^d. Uonc \eé pointe dir conf(Hirêiit!^& 
et ne, AB et DC bOut, aiu!>i qu^ H et S; Sbr la i^olaicQ <jie T. 
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Les deux propositions de ce paragraphe sont dues à Newton ; 
mais on les croyait nouvelles quand la dernière a été dé^ 
montrée directement par la Géométrie et par TAnalyse (lYou^ 
velles Annales de^'Mathématiques, i863, p. 49 et suîr. ): 

421. Application au triangle, — Si les directions .\B, AD se 
rapprochent et finissent par coïncider, les points A, a, R, T 
se réunissent en un seul point contact du côté BI), dans 
le triangle BDC; on aura encore SS' parallèle à TT', conjuguée 
de ÏO relativement à l'angle h'ïc, 

V. — Théorème de CARitoT. 

422. Considérons les intersections d'une conique par un 
polygone donné : il y a sur chaque côté de x^e polygope deux 
sommets A et B et deux points de la conique M et S, ce qui 
donne deux produits de segments à partir de chaque sommet, 
savoir: AS.AM et BS.BM. Mais par le sommet A il passe aussi 
un. autre côté qui coupe la courbe aux points T et Q, ce qui 
donne le produit AT. AQ : de même, par le sommet B passe 
un autre côté qui coupe la conique en V et en P, d'où résulte 
le produit BV.BP. On obtient ainsi i^eux séries de produits 
que l'on peut disposer de manière que ceux de la première 
série n'aient entre eux aucune lettre commune; il en sera de 
roéme pour ceux de la seconde. 

Cela posé, le théorème de Carnot consiste en ce. que le 
résultat obtenu en multipliant tous les produits de la première 
série est é gai à celui que l'on obtient en rfiultipUant tous 
ceux de la seconde^ 

, Ainsi 'f 
AS.AM X BV.BPx. = AT. AQx BS.BM X 

423. Nous vérifierons d'abord cette proposition sur le cer- 
cle ijig' Le théorème connu des sécantes donne ^' 

AS.AM = AT.AQ, BV.BP==:BS.BM,. . . . 
La relattion écrite ri d<\*5u)?. csl donc evide/il^j ^\»s\, le quà- 



ù^^Wd^tt M la figure açiue|l6 donn^ 

J. La proposition s'ciondra d'abord à rdlipsc par le prin- 
cipe de coiiUnuilé. En effet, soient a, b, m, s lo» pr.qieciioos 
de Af M, S le plaù. do Telllpse : coinihe ces' quatre 
. poiAis du plan du cercle 'sooi éùr imé mtoe droil^ AB» toji- 
te^ ces progectioiis seitoiil -dans l€f'mèiif€f*plan projetant; on 



AS_AM__BS_BM ^, , AS. AM _ BS.BM 



• * •/ AS.AM _ as.am' 

ik* i-égalité^do.pfttdmij^ éSm»itfée'4iiia1e> c«^e pM-4^ 
«Mlire i^oiit 4a forme 



• ... 

- — — - ^ , 



A8.AM BV.BP 



. • • • « • »• *. .... » 

•» • • . • " ■ ^ • 

««h prenant, pour former^e noméraièur et Je dénominateur de 

chaque frariion partielle, les deux produits MoaÀres Xorméb 

uo f|)€iAe Qùié ; op {lura dop^;' auasi , . . « . 
» • • •« • , . 

*•■•■■'•■■ > ÎM.^Fr •• ■ '. 



• * 



hs.biu ov» vp 



•m V 



ce^ui démontre le-ihéoréme pour l'eUipae* On Tétendra ain 
'autres coniques par le principe de continuité. * * 
' Non-seuleraent le polygone n'a pas besoin d'être con- 
.veie, mais il n'est pas nécessaire que tou^ les côtés coupent 
IjÎ conique. En effet, comme il n'entré daps la formule que le 
• ftod.uitdcs segments déterminés par chaqiie'cAié, ceproduU 
- rjM» oéme^ ^uaiMl los serments doqt *Uoa(ifialjres. 

Cb ibéija^me 9*é&en<M ûii fiojij^fici non tâfmimi, cTeai- 
^-^ire.tbpujlssànt id^uX/Cj^téa parallèles; pârexoayile;4èt^x 
^|iife'i4n^)es 'couples' p^r.o'ne séèadCc 1r<^pré9etaéDt'^uii''tt>foii^'te 
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doni un sommet est à l'infini. Ën générai, A étant à i'infini» 
ii reste 

AS.AM _ 
AT.AQ""'* 

et le point A disparaît de la formule. * 

Si un côté, tel que AD, devient tangent, il n'en résulte rien 
de particulier, seulement les produits AT.AQ, DT.DQ devion- 
nçnt des carrés. 

hsn. Voyons ce qui se passe quand nn sommet du pol vgone 
est sur la conique même : considérons d'abord le cas où ce 
sommet B est très-près de la courbe; le triangle BSV donnera 
toujours 

BS _ sinV 
BV "~ sin s' 

Ainsi, quand les points B, S, V se confondent, la limite du rap- 
BS , 

port est égale au rapport des sinus que font les cotés oy>-- 

posés de l'angle inscrit avec la tangente on ce point : par con- 
séquent, l'indécision disparaît de la formule.* 

Cette formule permet alors de trouver la tangente à celui des 
sommets qui est sur la courbe, car ce rapportées sinus suffit 
pour déterminer la direction de la tangente. > 

428* ISous pouvons encore, en admettant que trois points 
M, V» S {Jig* 126) viennent à se rapprocher indéfiniment, 
trouver le cercle qui passe par ces trois points inUniment voi- 
sins, c'est-à-dire le cercle osculateur, La corde MS étant cou- 
pée par les autres cordes VP et TO, nous appliquerons le 
théorème de Carnot au triangle ABC ainsi formé, ce qui donne 

AT.AQ CP.CV BM . BS _ 

. ci:.co ^ Bp.Bv ^ AM.AS "~ f . 

Soit K le point ou la circonférence qui passe en M, V et S vient 
• couper BC, on a 

BM.BS = BV.BK,. 

et fcqualion précédeiile revient ;i 

AT . AQ CP CV BK 



JSk^ . , . , . CK4KTU tfK|» 

. caiiMMe.li« Ijl et coofoaUeqt epc V». il i^ie . 

Vt^ CT.GQ *\ 

• • • 

Ainsi, pour trouver un point K de la circonférence osculatrice 
en un point donne V d'une conique, il faut mener la lan- 
gente AV et la couper par deux droites CA, CV dont la dernière 
imsse en V; sur oette droite on porte la valeur VK. que ypsk 
•jrfoni d' obtenir •u'.HK^ren des s^gnienis que l«s Ugnés font sur. 

4êjhiçimQKj«p^ pr«BM'AC'tMortièiieà 
eMMpié direction àê l*«écÉllle.CV: «lors le ^nlG, ^îttlm Fin- 
fkfA, dispmH de h Pofm4\% {kSfâ), eU'op ObUeni 

.' , I • vif "VP.AV 

; 420. Le théorème de Cnriiot ^eut se démontrer pOll^U>llles 

. • • ' . •••• • • ■ ' . • . • • 

Nous considérerons rintérseclion de celle courbe par le qua- 
drilatère ABl J) (y?^. 125.) : nous représenterons les côtés AB, 
BC, Cl>< DA par les chiffres i, a, 3, 4 et nous supposerons que, 
«daoBréquaCioR^NBécédente, U courbe est rapportée au point B 
.lhanime'«Hfitte, '-prenant pour tfxe de» abfciiseei te-oM a» 
ôtfim mdetordMaéM le«Mt 4. 
-* P^après. 4»dft- «i en ni9i)qeàD( mtmk% m» VdTigBt ddj& 
ÀiH ( 4^1 1 ei DOW Mi^MÔtti pi^ /i lé prodMlC4iâ «ëgmçnla éé- 
terniinés par le Côté i à partir4é Bi Qt p9r'.^ ie.pibdviiîM^t^ue 
iiour le côté a, nous aurons ' • . . - * 

Comme cliaiigcnient provisoire de coordonnées, prenons 
pour axe des abscisses, au lieu du cuté i,.uno parallèle menée 
pi^'ll^M éôté 3, le côté 1 restant toujours i'ax^4é90C(k>|iijces. 
il efil clair, tf*après les fori)()u\é^ de ffiinsfoittiatieti; 99e 
. leir^pkidé^dam U «e chang^Kî j^^^Éils^g^ r<Ni9iiieTe8l.eli 
. fgmièm Q(mm Vaxe.' ébs y ne wîe non igiùMk, .W prodvlt f 

• « 
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/este encore le même; et puisque Ton a ' . « * . 

> « 

. le GoefBcient N n'est pas altéré ;. mais le coefficient- de '4^ dc^ ; 

viendra M', et réquation sera de la forme 

Maintenant transpot ions l'ori^'ine à l'autre sommet C du côté 2, 
sans clianger la dir(>clion des axes. Le coté 3 deviendra celui - 
des abscisses, et le cùlé 2 restera toujours cëlui des ordonnées: 
il sufUra; dans l'équation générale» de ciianger>* en ^-ir^C. 
Cette équation deviendra done . • ' 

Sdit q' le produit des segments déterminés encore par le 
côté a, mais à partir deC» et// le prpdinit dés segments dé^ 
terminés, à partir du même sommet, ^ur 16* côté 3; noMS 

aurons, comme prérédemmoni, • 

On trouverait, eu re'pétant les mêmes raisonnements, que' 
l'équation de la courbe, rapportée encore au coté 3 conmie 
axe des abscisses» etau'côié4 comme axe des ordonnées, sera . 

M'x^-h.;;4-N'r""H-. . .-h 13". = o, 

ce qui donne làie égaillé telle 'que 

et l'on ferait ^ainsi le tour du poljgont^, quel que fut le nombre 
des ^t^tés. 

£nÛn-4'oa revient à fa^ usage du côté i. Si le polygone a 
uif nombre pair de côtés, . comme le quadrilatère que nous 
prenons pour exemple, on peut remarquer que ce côté i, pris 
une secondé fois, sera encore Taxe des abscisses, comme tous . * 
les côtés impairs. DcunCt te côté 4 étant pris en même temps 
comme axe des' ordonnées, l'origine sera le point A, et l'on" 
aura • . 



1.5 
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Ici N' reste ce qu'il étaii dans i'équalion précédente, puisque 
l'axe des ordonnées resle le môme, el M redevient ce qu'il 
était'dans la première équaiion, puisque Ton revient au pre- 
mier axe des abscisses. Ainsi ï'qû aura, à partir du point A» la 
ralalion. 

Ces 'diverses relations peuvent s'écrire de la manière sui- 
vante: 

v'^HV //""N''. g",""!!'^ /î-'~N'' . 

HulUpliaiit relations, et supposant un nombre quelconque 
de côtés; on n ' * ' 



. • . . • • 

■ Pour voir ce qui se passé quand le tlômbre deseèlés 'est im- 
pair, supposons qu'il y en ait cinq. Alors b dernière équation 
écrite, ramenant à un cinquième sommet E, sera . 

M*«" 4-. . .4- N'/'»-^. . .4- UT = o, 

• ■ * % • • • 

' et la dernière relation écrite deviendra ' ; ' ' ' 

P 9X —y IS, ou i^as^. 

£nûn la dernière de toutes^ les équàtlons oit le côté des ab- 
scisses seoi 5, celui des ordonnées étaiit t et i'orfsiaé étpnt A, 
s'écri» * 

Ici le coefQcient M repuraît, mais relativement aux ordonnées: 
00 aura donc * ^ 

• p"W = q.-H, ou gl^^i 

• Cl par conséquent ; . ' . • . 

.0 „m 



A(^l, que le dombre des côtés soit pair ou impair, on a toû- 



Jouis Itvetotton ' ' * * 

• ^ / r . 

elle coDsHtue le théorème de CarnoU 

490* Oa compreod qoe cé que nous avons dit» relatlvenfent 
•aux coniques, sur les sep:menls imagilhaires; les sotnmets à 

HnOni, les langentcs elles cercles osculaieurs s'appliquerail . 
de même aux courbes algébriques quelconques. 

Il ne faul pas négli^'cr de considérer les signes des segments 
el de leurs produits : il sera toujours facile d'écrire les seg- 
ments de manière que les deux membres de i'équatioo ateni 
le même signe* * - 

4»3i. Si m âs I, c'çsi-àHÎire^» au lieu d'une courbe» on prends ' 
ofae ligne droite^ cbacône des qoanil^s p, .q*** se téduil à 
une seule droite» et Ton retrouvé un .théoitoe déjà dé- 
uiontré(tS). * • ' 

Considérons enfin le cas dans lequel la courbe se réduit 
au système de deux droites se coupant en 0 [Jig*^^'] )• Nous 
prendrons simplement l'iniersection de ces droites par les 
côtés d'un triangle ÂBC qui xlonneront» avec leurs prolon- > 
gements» la formule- ' , 

AM.ÀS X tV.BP X CR.CN == AR. ANx B1I.BS XCV.CP,. 

433. Prenons encore uive courbe de degré iodiquéé par - 

AH-Bjp-f-Cr-l-...=:o, 

et que Qoupeot/les droiies représentées ças x^^i on a- . 

• ' -**"• '*., 

Pour m, eonjugui» tiannooique de l'origine Q( 902)». /i;t=aJr, 
el la apnunib des iteines'doniie 

. «1 • A 

Delà» . ^• 

* Bjr,^-C/,4:^A=so, - , 

» . ' 

et le 'lieu des points m est une droite, polaire de 0. Si les 
cordes sont pi^llèies, O.est à l'infihi (303). . : 

t \mimm 

i5 * • 
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CUAPIXRË XVIL 

AUTRES PROPRIÉTÉS DES œNigUES. 



I. 'r- PHOPOSiTiON IKVBBSE DU TUÉOK^ME 1)1: PAPPUS (406).. 

433. l/n quadrilatère . étant cirêonscrit à une conique, le 
pioduit des distances de deux sQjnmets opposés, à une cin- 
(juiè/iir Idii^rnte quelconque, est dans un rapport constant 
(ivev !e produit analogue» relçLtif aux deux autres sommets du 
quadrilatère {Ji g. iiS). ^ 

Soit ABCD le quadrilaièl'e circonscrit.à la conique.que nous 
supposerons; pour ûnejt les idées, êire upe ellipse rapporiée à 
ses.ax^. Soient a, b, c; d les points de -contact du quadrila- 
tère» et m celui de la ciiiquièipé Unrigente : pour comparer le 
théorème^oJ qttatuor fineai avec celui 'que nous voulons dé- 
montrer, il fliut considérer d'un* côté distfince mp^s^è.du 
point m à ad, polaire de A, ni do l'autre côté la dislance 
• AP = A du point A à la tangonto mP, polaire de m. 

Soient X et r les coordonnées du point A. .r, et r, celles du 
point m; nous cherchons d'abord o. Or ad étant polaire de A, 
nous avons» ^ ' , , *- 

V • «y 

De* même, mP .étant tangente en^fit, la disHàntee Afr aqm ^o«r 

expression *• • . 

^^a'yY\'\-b^ xxx'^ all^ 

d'où l'on tite, * * # ». . ' 

• • • 

A— — —, # 

on indiquant les radicaux par p et pv 
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AOTâBS. nOPMÉTti DBS COIflQUlfg. • asçi 

Soient jf", 7* les ordonnées du sommet opposé à A; un 
aura de même - • ,.** . • " 

• ' • ■ • ^ • 

De même» soient x*, y' et a:", y'' ies coordonnées (les deux 
autres commets 6 et D, nous trouverons aussi ' v 

A' X"' r ' ' 



Cela posé, 

• aa- . AA'._ p^ 

Mais, d'après le Ihéorèine de Pappus (40(>), ie laupon 

est Indépendant de la position du pbii|t.m : second membre 

AA**"- 

l'est aussi, puisque la quantité pf a jdisparu; donc -^r^ sèra' 

encore indépendani do la position du point m. ' * 

k3%. Ce rapport constant est égal à celui que ion troiwe- 

rail en remplaçant la cinqi^ième tangente par un foyer de la 

conique, • * - 
Soit 7= a:r + ^ l'équation d'une tangènie quetconqae*, le 

Rapport précédent a pour expression* 



• •» 



On sait (jn un foycM- de la rourl)e peut être considéré coînine 1*6 

point de concours de deux tangentes, représentées ,par 

^ 



Or, le rapport ronstaiU, pris relativement à l'une dt» ces tan-, 
génies» a pour expression * " . • • \. 

r=^ [r— i~{x—ù )]'[)'"— s/~ jx^^ù)] ' 
L outre MngeiHe dgnnc un résullai idcnliq.uc« saul Ic signe du 



raditel I donc; multipliant eë^ émi tuléurs de r, il reste 

ce qui dçmoDtre la proposition. U çst clair que la valeur r 
* ^ lÂ même pour tes deux loyers. 

. 435. JppliccUim €uCirian§^, ^ Gonc>voDs que le point D 
se rapprocbe ^pa^ii cotu^be et finissé par faire un point de con- 
tact qtH^'^Kksf^unisse avec cet </; le quadrilatère se réduira ad 

tii;»n^le'circons( ril AB(^, mais le théorème deviendra : 

L'n irinni^f/r riant circonscrit à une conique, le produit des 
distances d' une tangente quelcçtnqne à deux sommets est dans 
un mpport con\ta^t a^^ec le produit des distances de cette tan- 

' gmte au iroisièmtf êommei.^l au paint de .contact du côté 

' pppoêé à ce tommet, 

« La^ valeur de ce rappiort sVppfèéle toujours en remplaçant 
4a tangente quelconque par un foyer. 

' lî. — PftOFosiTioii imasa. m t lrtijpiitt tm JtaAtom 



lidG. Un quaurilaiire ABCD éiai^ eireoutùdi à une couiquê, 
si l'an forme avec Us sommeit un faisceau tarant poUr origine 

le point 0 où concourent deux autres tangentes OH, Oh, ce sera 
UfL faisceau d'in^'olution dans lequel seront conjuguées^ Ut 
droites O \ et OC, OB et OD, enfin 011 et Oh [fig. 129). 

En elTf'i, soient p et // les perpendiculaires abaissées surOA 
des sommets opposes A et G,; soient q et q' les quantités ana- 
logues pourB etD; ofi saft, d'après le.lhéorèmé précédent 

(429)» que £^ est constant, c'esUi-dire indépendant de la po- 

PP'* ' 
sition de la tangente O A.. Donc» soit le . rapport obtenu 

pour l autre tangente Oil, on aura = .^r,- • 
Mais . ' 

. • pssOAsiHAOA, /?'==0CslnCO/f, 

^sCttsinBOA». ^ssODsinDOA,- 

■ 

et l'on aura des v^eurs analogues pour P#.P% Q,'Q\ Ainsi 
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O A» OB, OC, UD disparaissant, il reste 

siriAOA.sinCOA * stfi AOTf .sinCOH 

suiBO/i.siuUOA ~ siuUOH.sinDOll ' - 

ce qui établit l'involutlon ( 150). . ' 

137; Si le ^ini 0 est sur la conique, OA et OU se confondent 
en une seule tangente qui est an rayon double d'involutJon. 

438. Les côtés BA, BC restant immobiles, si les côtés DA, ' 
D(l se confondent, il reste un triangle ABC dans lequel le 

•point de comari D d'un coté AG rempls^ce le (}uavrièn\e som* 
met d'un quadrilatère circonscrit, 

11 en résulte* donc un ibéojrème facile k concevoir» sur le 
triangle circonscrit.* ^ . * 

439. 8i le côté BC se nbai snr BÂ, et DC sur DA, on voit 
que les sommets opposés €^et A se confondent' en A» tandis 
que les autres sonfmets b et D se réunissent respectivement 
aux points de contact a et <f deç tatigentes, parties dd point A* 
Il en résulte <lorvc le théorème suivant: • ' ^ 

Deux angles O et A étant circonscrits^ à une conique,- le 
sommet 0 ^le cluicun d'eux est Vorii^ine' d'un faisceau d'im a- 
lution qui a pour rayon double la droite OA et pour rayons 
conjugués, d'un côté, les iangentei issues du point 0^ fl de- 
l'autre les droites qut joignent ce point O a¥ec ies points de 
contact des autres tangentes, 

440. Si 'déùx tangentes sont parallèles,' c'est-à-dire partent 
d'un point A situé à l'infini, le rayon double sera une parallèle 
menée du poiot 0 à la direction commune de ces tangentes. 

lU — Tii«>it|» I» Suraii. N 

441. Voici rénoncé général de ce théorème^ dénioalré par 
M. Faure ( IV^uvelfes jinnaies, 1 855, p. 97 cl sui v . ) : 

Soient a et a, teip,eéiy les foyers do trois coniques In^ 
serites dans un même .quadrilatère, oh a * 

* • . caca yo^yot 

' cb,c^ ~" y^'/P 
Cette, relation, identique avec telle de Tinvolution^ sauf que 
l'es ail pointa ne^ont pas en ligne 'droite, est susceptible des ' 
roéines .modification! 
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4.42. Leninie d'finaljst, — Soil . • . * ' ' " *. 

une équation du quatrième degré; si l'on pose 

î 

l'équation déViendra * * 

41 c ' ' Ih' X* 

• . * • 

I • • * 

Élevant au carré, remplaçant encore jt* par - et réduisant, on 



la transformée 


% 

• 


• • 
• 


• 




* • 




— 


« 


* * 

• 

• 


• 


• * 

• 



Les raciné^ la première éqiiàUon étabt 

• • • \ 

celles de la sécoiide seront . . 

• • « 

- I I • f I 



• ml tnl 



mi 



m] 



Cherchons maintenant la valeur du produit symétrique 
• • * • 

* ' • * • 

des quatre quantités formées en ajoutant l'unité aux racines 
dé rïquation en, ^. Pour Cjcla,' posons 

Cfe.qui «lonncra ujio équation en z, dunl le lornu' indépcntlani 
sera le produit cherché. On trouvera, pour valeur de €je produit, 



m i • 
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Celte expression monire que. le produit en questiou est con^ 
siani , si e est constant ainsi qiie les différences a — o, b^^d, 
443i Application du lethnie précédent* — Soii y* = ipx 
réquation d*une parabde- inscrite à un quadrilatère dont les 
côtés ont, par conséquSit, des équations de la formé • 

• •* 

* * * 

Soient a et « les foyers d'une conique que nous alidns 
bientôt assujeliir à être tangente au même quadrilatère que 

la parabole. Du foyer a menons à la parabole des tangente^, 
dont los roefficienls angulaires seront juij et l^x; connue les. 

équations de ces tangentes sont *' ' ' ' '* • ' • 

• - • - 

P ' P 

• . * ' *• 

les coordonnées du poinVa» obtenues inr Véliminatiôn .entre . 

ces deux équation^, seront* ... ' , * 

• . ' ' •. • . • ' ' 

• ^ ' 

De mênitt, soient les cpètOcients angulaires des tan- ' 
gentes menées do second foyer « à la parabole^ les coordon- 
nées de sont ** ' * * ' . ' 

. • • V _ P ' ' ,j^P^ F> } . 

^ • • jr = — - — î y • !— ' • 

Maintenant, pour établir que celte co^nique est tangentç au 
coté du quadrilatère représenté par / > . 

. • • . • » 

iiibut écrire» d'après une propriété' oonnfue des coaiques* que 

le produit des distancer de ses fbyers à ce côté^ est iine oop- 

stanté B% cfesl4-diré une (juantité indépendante dë Ja position 

cl de la direction de t:6 côté, * *. ' 
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« 

Oa tara doue 

ou bien, d'après les valeurs des ooerdonnées, 

• * 

tV)s0ns, pourabréger, 
il reste. 

90fl'Si.la sommé 4es quantités fit, /x,, fza, /:ji4; Si la somme 
dje leurs produits lieux à deux; S» celle de leurs produits trois 
à trois, et enfin S4 leur produit, cette équation revient à 

On aurait trois autres équations semblables en m:, m,, nu pour 
Indiquer que la conique est aussi tangente aux autres côtés du 
quadrilatère* Donc» si Ton regarde les directioite ces côtés 
comme les Inconnues de la.questton, on voit que mt^ ifit» m», 

sont les racines de l'équation [2 )• ' . ■* . 
* Observons ensuite que cette équatiop ( 1 ) tombe dans le 
cas du lemme'(4^2). En effet, . 

alors la quaiililc * * * * " . - 

• ... 
-est constante, en ce seYîs qu'elle ne dépend pas de K-, c'est- 
à-dire de la valeur qui caractérise la cOniquc duui u et a 
sont les foyers. ■ ' • ' 

SI l'on iiidiqu^î par M, la souMne des carrés fi], fx], a], fi]i 

par Mt la somme de leurs produit» daux à^eoi» par M« c«lie 
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AUTRES raOFRlÉTtS DES CONIQDIS. * 

■ » 

de leuis iaxHlalts irais à trois, tet par M4 leur .produit, on vérir 
fiera ftiGilement les relations suivantes : ^ 

• D'après cela on a 

mais aussi on a l'identité . * ' 

d'où . ; 

i+M,+ M,-h1lf«-hM; 



ei enfiu 



-(-s)(-s)(-s)t-R)-. '. • 

relation qui existe entre les inclinaisons des cùiés d'un qua- 
drilatère circonscrit à une parabole, et celles des tangentes 
menées à cette parabole par les loyers d'une «conique égale- 
ment inscrite & ce quadrilatère. 

kUkm l^tnnme^gâoméiriqtte» '^li résulte de la que, si 090 
conique eit inscrite dans un même quadrUatère'Ot^ee smejparai^ 
boie, le jHTÔdmtdes distances de se s foyers à celni de la pam^ 
' bole est constant, c*es^Hlire indépendant des é.lémenils de la 
conique.' 

En effet, nous avons vu que les coordonnées d'un foyçr a 
de la conique éiaieiU • ' . • 

.... y^fLi]t±}!Û, V 

• Celles dulogrer de la paiaboleéunt^ . • • ' 



* t 
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• • • , • 

le carré de Ik distance de ces. deui^ points sera ^ . : 
... * , • 

* • . • * 

ce carré est encore égal à * 

7:^(H.|^i){H-a;) = Ç(.+ -iî) ('+-^V 

Le carré analogue pour, l'antre foyer et sera de même 

ce (|ui montre, d'u|)i es la fin du nuiuéro précédent, que le pro- 
duit de ces carrés a pour valeur ' 

aiifÉt aë trQùve^ démontré le lemme actuel. 

445. Conséquences de ce lemme. — Soit ABCÏ) le quadrila- 
lère circonscrit- à la parabole cl à la conique; on peut consi- 
dérer une diagonale AC comme une ellipse iiilinimenl mince, 
dool les cxlrémités A el C seronl les loyers : alors, le produit 
F<i.F ix étant cçnstant» quelle que soit la conique, on aura 

. , Fft.F«=rA.FC; . 

* • • . ' . ' • : * 

comme on peut en dire autant pour l'autre diagonale BD, on 
a' la rfslation double ' - 

Fa.Fa = FA. FCî=FB. ED. ' 

Da-sait que ({ uatre tangentes suffisent' p6ur d^terniiner ude 

* parabole; ainsi réalité FA.FC = FB.FI> expriitie la relation 

(jui exisl(» entre les quatre sommets d'un quadrilatère el le 

• foyer de la parahcile inscrite. Ola posé, l'égalilé double mon- 
tre qqe a et a ioinieul a\ec A clC un second quadrilaicre, 



avec H cl l> nii iroisièrno, tiniis clianin desquels sera inscrite 
une parabole aymn F pour sommet; seulement ces trois para- 
boles différeront entre elles. . . * 
* D'après cela, considérons une. seconde conique, inscrite • 
dans le méine quadrilatère ABCD, et ayant pouf Mmfneta b 
et |3 : on aura encore 

F6.F(â = FA.FC, 

el, par suite, 

. . . F6.FÛ^=Ffl.Fa, ' • • 

• . • . . ■ . . . , i 

ce qui prouve, eoiçme nous venons dele voiir»-4ue^ êtvr, 
et p sont aussi les sommets d'un quadrUatère circonscrit à 

une parabole de loyer F. Enfin, considérons Une iroisième 
conique, égalenieiu inscriie dans ce quadrilatère ABCD ot 
a^ant cet y pour fo^iirSyOn aura encore > • * *'.'.'.. 

» ■ ■ • 
ce qui donne la relation double^, angtlogue à la première»; , 

Fc.Fy=.Fa,Fbf = F6.F?. ' 

n en résulte donc aussi que les points c et y joùeni avec q . 
et a, 6 et ^ le nnême rôle que a et « avec A ei C, B et D, c*est- 

à-dire que cette Iroisième conique est inscrite dans le> qua- 
drilalère • ' ' * 

4.4.0. Démonstration du l/iéorcnie généniL — l\ir conséqueul, 
d'après ce qu'on a vu n" 434, le rapport des produits relatifs 
aux sommets opposes a et a, 6 et ^ étant ie~ même pour le 
foyer e et pour le foyer y, on aura 

ca.cx '/fi.ya • . . 

c'esi\lç théorème de Stelner. ' 
On voit que .les paraboles* n^otH servi .que de coérbes' auxi^' 

,'liaires."* • ' ' • . ' ' 

447. Conséquences de ce théorème. — L'iMionf *' suivant est 
une Conséquence évidente de la démonslralioii j>r<'c<''(ler!!e. 

Si trois coniques sont inscrites dans un même quadrilatère, 
ehacune d'elles sera ^aUssi' inscrite dan» ie quadrilatère quia 
sommets les 'fojrer$ des deiup^uires^, ' * 
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n esi clair quei ceU s'éiond à tint de iconiqaef ^nê Voù 
voudra» in&criteâ' dans^^n même quadillatère* 
Cbmme' cas parttcdlier^ nous remarquerons encore que 9i * 

une conique ayant a ex'a pour foyers est inscrite dans un qua» 
d/ilatèrp ABCD, uu a la l elatioa , , ' , ' 

Aa.Aa Cà,Ca * 

ABJU)""CB.C1>' 

Cela tient à ce que les extrémités A et G, B et D des diagonales 
peuvent être considérées commeJes Coyers de -deux ellip^ 
'iilWimeiiC minces» niais InBcritea au mémequadrilatère. 
• Û8« ' Ainsiy aoleat fi et G lei points o& concourent les côtés 
opposés. BC» *AD-et^BA; -.CD:iioiis aurons» de même qu'au 
ti^ F étant le Ibyer d'une. ÎNirîibole49Scrite à uamême 
quadrilatère, ' • * • " ^ 

F«.Fas F6.F ^ ^Fc.Fy :±=^FA.FC isq FB.FD =: F£.FG. 

Hd. Applications à la parabole, — i" Si la conique (c, y ) 
clevient une parabole dont Le foyer y est à.i'iûûni, la relation 
devient\cfl.ca=:c6.c^» ce qui fait retrouver le lemme du 

air Si Ton frit pjasser à l'infini urt foyer qqlnefigiïre que dent 
fiiis^s UtlbABale» tel* que % on a la relation , 

ca.coL cb 

9 * ^ t m m mm , - m • 

. — • ya.yat yS 

entre deux coniques (a, a), (c, y) et une pambole {b). 
3' La comparaison des n'^ 44^k et kho donne 



■ '•.•'-?v'l-i)(-i;)(-i)('*^)="-«^ . 

Mais II sera facile de constater que Icil carré de la distance du 
'foyer F de la parabole au pofnt de eoetaci delà ungente re- 
présentée par ' , 



sera 
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AUTRES PROPRIÉTÉS DBS CONIQUES. • . 23g 

De là on conclut Iç llléorèmc suivant : * 
Un quadrilatère étant circonscrit à une parabole ^ le produit 
des distances du foyer à deux sommets opposés est égal à la 
racine carrée du produit des distances de cé foyer aux quatre 
points de contact, 

4° On en conclut encore Ténoncé que voici : , 
Si l'on considère deux points fixes A e/ C, ainsi que des par- 
raboles de même foyer, F, et que Von mène par les points 
donnés quatre tan fientes à une parabole, le produit des dis- 
tances de F aux points de contact est constant. En effet, il ne 
dépend que de FA. FC. * • ' 

5° Soient donc N,, N„ Nj, N« les points de contact d'une pa- 
rabole de foyer F et inscrite dans un quadrilatère ABCD, on 
peut écrire 6e qui précède de la manière suivante : 

VFN , . FiN, . FN, . Fx\, = FA . FC = ÏB . FD = FE . FG . 

Ici E et G sont les points de concours des cotés opposés 
BC, AD et BA, CD du quadrilatère : on conçoit que ces points 
puissent être considérés encore comme les foyers d'unô 
ellipse infiniment mince et toujours tangente au quadri- 
latère ABCD. 

450. Application au quadrilatère complet, — D'après cette 
même considération, les diagonales aa, 6(3 et cy d'un quadri- 
latère complet jouant le rôle de coniques, on y appliquera 
toujours la formule 

ca.ca ya.yoL 

• cb,c^~ yb.y^ 

avec ses modifications. . ' 

IV. — Théor&me de Steifœr appliqué au triangle circonscrit. 

• » 

451. Si deux tangentes se confondent en une seule, les trois 
coniques de foyers a et a, 6 et c et / inscrites dans un même 
triangle donneront toujours la rélaiton 

cd.coL y a. y a. ' ■ 

và.c(i~~' yb.yP' 

en effet, il n*y a ici aucune raison de modifier le ilnjorème de 
Steiner. ^ • 
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a4o. • ' CHAPITRE xvir. 

• 452. La Tormuie 

• AB.AD^CB.CB** * 

dériiontrée à k fi» do n* 447» sur les foyers a et a. d'une 
conique ioserlte à un .quadrilatère ABCD, sera encore vraie si 
les deux tangetHes AD, CD se réunisseni en une âeule AC, 

ayant D pour p(»int (le rontacl. ' a 

453. Trois coniques ( a), (6, /) élanl inscriles dans 

un irianplp \BC, soil encore F le fover d'une parabole inscrite 
dans ce triangle; ou aura toujours, compe au u° 448, la re- 
lation . 

Fa.Fa = F6.Fii=Fc^.Fy:ç=FA.FC = FB;FÔ. 

Kn effet, les laufienies AD, Cï> étant confondues dans le qua- 
drilatère AllCD, le point E se réunit avec et G. avec A : 
ainsi FE.F(i devient identique avec FA. PC. 
^ .454. Applications à U parabole, — l"" £n général» Ni» N:. 
Mt, Ni étant les. points de'conlaft d'une coniqi|e avec les 
c6té^ AB, BC, CD, DA d'un quadrilatère, si les tangentes AD 
e| CD se réunissent dans une seule droîie^AG, le point D sera 
le contact du côté AC dans le triangle eirconscHt ABC : ainsi D 
remplace et V,. ' . ' 

Alors la formule déjà connue (449, 5") devient 
• ^ » • ■» 

FA.FCsFB.FDrsFD ^FN,. EN,. 

' Tandis que D ëst le point de conuct de lés points N., N» 
sont ceux où AB, CB touchent la parabole. . 

On en conclut . • • * 

fb' = fn..fn„ ' ... 

ce qui s'énonce ainsi : ' ' « 

La Jiitanee du foy er d'une parabole un point éxtèrieur 
est marenne proportionnelle entré les distances de.ce foyer 

auoâ points de contact des tangentes mehéns du point. donné. 
' 3** Outre Téqualion * 

FA.FC = FB.FI>, . 

écrile.cî-desstis, on-a, par symétrie, ' ' •. " 

FA.FB = FC.Fi\„ et l-i:. EB = EA .FN,. 

♦ 
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, AUTRES PROPRIÉTÉS DES Ï.ONIqLKS. 7.^1 

MuIlipUant ros Irois ('M]iJalions, il reslf? 

FA.FB.FC=:=FD.FN..FN„ 

c'est-à-dire que le produit des distances du foyer d'une para- 
bole aux sommets d'un triangle circonscrit est é^al au produit 
des distances de ce même foy er aux trois points de contact, 
4" Divisant 

FA . FB = FC . FN , par F(: . FB = FA . F\,. 
on a • . » 

FA F(] FN, s 

ftt; = rrr' • r^v" ' • = ^ • ^^^^ 

f C r A r A 7 ' 

ce qui s'énonce de lu manière suivante : 

Le carré de la distance du foyer d'une parabole à un sommet 
d'un triangle circonscrit, multiplié par la distance de ce foyer 
au point de conttict du côté oppcsé à ce sommet^ est égal aux 
deux autres produits analogues. 

En effet, lu symétrie donnera 

FÏ:' . FiN. = FÂ' . FN, = FB FI). 
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. • CHAPITUE XYIII. . . 

• I 

« 

GDNSTRUCTION DES CONIQUES. 



s 

' . K — Fmvb passbh i!kb cokiqob pab cinq ponrh doiMb, 

• • • . ; 

455 Première #o/iilfOA.-— Soient a, b, e, d, e les cinq points 
donnés :-noijs observeK>ns que ae, ad, ire, et 6c, bd^ be for- 
fheni deux systèmes de trois droites dans ^deux fi^iscéaux 
' iiomographi(|ijes(112). On pou rtuMonc trouver (111) le point i2 

où se conpcnl les droiles «12, /;i2, respeclivemenl homologues 
de ab dans chaque système : dès lors, étant prise une droite 
quelconque af du premier système, on trouvera son lioino* 
iQgue bft ce qui donïiera un sixième point /. 

Si le point /se confond aVoc bf> la droiie bf sera évidemment 
tangente en 6; c'est ce que Ton obtiendra en prenant ab au. 
lieu ^e af, , . , 

456. Seconde solution. — Considérons le quadrilatère abcd 
inscrit dans la conique cherchée. Par le cinquièmo point e on 
mène une sécante quelconque ef qui déterminera une invo- 
lulion sur le quadrilatère el sur la conique (170). 11 suffira donc 
de chercher le point / conjugué de e dans celle involution (l(iO): 
ce point/ sera sur la conique. 

SI l'on veui chercher la tangente en b, on regardera acbt 
comme un quadrilatère inscrit dans lequel deux sommets ^ et I 
sont inflniment voisins, et la droite ed comme la transversale 
de ce quadrilatère. Cette transversale détermine six points en 
^ involutioh conjugués deux à4eux, savoir : sur la cqurt)e»-e eid; 
sur les côtés opposés ab et et ou plutôt eb du quadrilatère» les 
points y et a; sur les autres côtés opposés ac et bt { c'est-à-dire 
la tangente )Jes points pet Ce dernier étant le seul inconnu, 
on le détermine comme ci-dessus, ei6:cest la tangente. 

457. Troisième solutioriy par le t/téorènic de Pascal. — Par 
ic point e on mène une droite quelconque ef, et Ton forme 
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CORSTRUCTIO» BES CONIQUES. • « 

ainèi un^bexagonre çlfconscrit abùdef doni le sixième somiaei/ ' 
est inconnu. Soit a le^point de rencontre de et dé de,, * 
|3 celui de 6e et de et joignons qui coupe cd en y : on 
sail (386) que passe aussi en y, ce qui donne re coté af, cl 
par suite /. En général, celle solution est la plus simple. Nuns 
avons vu aussi (389 ) çouimenl on peut mener une langenio à 
un point quelconque. , 

453. Quatrième solution par les polaires, — Soit ut. le point 
de concours de oe et de de y n celui de de et de ca, enfin p x 
celuil.de ad et de cei il s'agit de trbater le point/oii mà coupé 
la eottiliei Pour cela» joignons <2fr qui coupe au point q la - 
droite n/?, polaire de m (61), et joignons enfin cq qui coupe 
m6ep/l • 

459. On aurait encore d'autres solutions au moyen du 
ihéorjîme de Newton sur les segments (410), ou de celui de 
Carnov (422), mais ces méthodes exigeraient des calculs. Ce- '• 
pendrai le n** 410 sera appliqué utilement dans la n° 469. 

n.*— Cbivmnia^ DNB cpiiiQUB, connaissaiit cin(^ tarobntbs. 

460. Première solution. — Soient A, lî, C, I), E les cinq lan- . 
gentes: considérons spécialement les deux tangentes A et B 
qui se coupent en S et quiiM>nt coupées an \ poi nts /, à'^t!, 9' et 
y, «9 9 par les trpis autres tân|;entes G, D» £ e\ par une nou- 
vélleF 'qui est inconnue; prenOQ3 arbltrairenient sur B un. 
point f de F't il faut trouver Tintersection 9" de F et de A. 

Nous savons ( 115) que les quatre tangentes G, K, F sont 
coupées homographiquement par deux tangentes quelcon- 
ques A et B, c'ost-à-dire que ces tangentes A et B sont divi- 
sées homographiquement aux points y', è\ e', 9' et y, ô, e, 9. 
Donc, connaissant tous ces points, excepte 9'» on trouvera ce 
demier(104). 

. On peut encore détérroiner le point de contact d'une des 
tangentes, telle que A. Observons que si lepoint ^ , qui est surB, 
se rapproche de S, le point ^ se rapprochera du point a où A- 
touche lA conique; alors, en effet, les tangentes A et F ten* 
dant à se'confondre, la limite de leur point d'intersection est 
un point de contact. Donc ce point a sera sur A le point homo*- 
logue de S, considéré comme appartenant à B. De même, le 

16. 
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euniuci b sera sur B 1 iiuiuuioguc do S, coi)si(tiTé comme a|H 
pariennnt à A. ' . 

401,. Deuxième saiuiion {Jig, i-ag). — Soil ADCD un qua* 
dniatère formé par jqtiatrc des tangentes données; sur la cin- 
quième OH prenons un point 0, nous trouverons (436)' uno 
sixième tangente Oh, en construisant (tCO) un sixième ravon 
d'involulion. • ' 

Si l'os tan^îontos Tf(] anivonl à coînriflor, le point D do- 
viondra le conlarl <Ui ( ôu* \C dans !<• irinnj^lo rirconsrril AKC. 
Alors nous poiivoiis consi{l('»ror comnio «kumées les cintj lan- 
geiucs BA, UC, AC, OH, Oh (\u\ forment toujours, avec 
sommet O, un faisceau d'involulion dans lequel OB sera tou- 
joors conjugué avec OD que Ton déterminera ainsi ( 160 )« ce 
qui donnera le contact D de AC. 

462. TroUième solution. — La méthode la plus sim.ple con- 
siste à faire usage du théorème de Brianchon ;*304]. 

Connaissaril cinq tangentes (^îg. ii4), FA, AB, CD, I>E, 
on demande une sixième tani,M'ni(» TE. l*our ceia, joignons AD; 
prenons sur I>E un point ((uelr(MiiiiM^ E, joi;;nons DE (jni coupe 
AD en S; entin joignons ,CS qui cuup^AE en Ç : la tangente 
cliercliée est EF. 

On peut encore» étant données (fig, ii5] cinq tangentes AB, 
BC,CD, D£,£A. trt>uver le poinl de contact de l'une d'ellesEA. 
Pour cela, joignons AD çt B£ qui se coupent çn 9; enfin joi- 
gnons CS qui coupe A£ en T ( 3p5 ). 

m. — COMSTRIIiaB UN£ COMIQIJE, CONNAiSSAlil QUATRE fOlMTS 

BT DUS TAKoaim. ' - • 

463. Soient a, 6, c, d les poini& donnés, et « le point de 

roniacl inconnu de la tangente donnée. On pourra ai)pliquer 
le iljéorème de Desargues ( 170) à cette tanpenie considérée 
comme liansversale : soient donc a rl [3 et (3' les points où 
clie, renrontre les côtés opposés du quadrilatère aOcd, ces 
points formeront une i^volution donte sera le point double. On 
obtiendra ainsi pour ce point deux positions (159) pour cha- 
oune desquellés le problème . est' ramené à celui des- cinq 
points, ee qui donne deox-coni^aes. 
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GO](gTBv<;noiimfe oomqois. a4â 

IV. Uu.NSfRlilBK UJiE CU.NiytF, TONNAlSSANT QUATRE TANtihMLS 

* • 

' 464. Joignons Je point aux sommets du rjuadrilatèrc formé 

par les langenlos ! il <m n"* su lie quatre ravons d'un faiscoau 
(l'involulion dont la tangente an point donné sera un rayon 
double (437) que l'on construira en marquant le point double 
sur une transversale quelconque à ce faisceau. On a encore 
deux solutions. . - . . ' » 

• V.— COHSTHUIRB LNK COMQUR, CONNAISSANT TBOIS POINTS 

ET DEUX TANGENTES. 

465. Soient a, b, c les points donnés, etOf, 0/' les. tan- 
gentes données dont il faut déterminer les points de ron- 
lacl r/, e. La droite </<;t dans NKjuelN' rh irun des points c 
représente deux points iiUiniuient voisins, nMnpIace les cùlés 
opposés d'un quadrilatère insciii dont les tangentes sont les 
autres côtés. Considérons donc la droite bc, transversale à ce 
quadrilatère,. et qui eoupe les tangentes aux points i e| t*; le 
pointe où elle coupetla corde dé contact desen un «point 
double de l'involution dans laquelle les autres points conjuguées 
deux è deux seront b et c, /'et t\ d'après le théorème de 
Desargues (170); 

Ainsi l'oi» aura (159) les points doubles e ele' de celte invo-* 
lulioi» sur délci minera de ménui les points doublets y 

et 9', ce qui donnera les quatre droites £9» £o\ e' 9» e' 9'. Cb;»- 
eune de ces droites, telle que £9» correspondra à uni; solution, 
puisqu'elle détermine les points de contact d, e en coupant 
les tangentes/ 

466w On ne compte que quatre solutions; cependant le 
eôté <u! du triangle abc donnera aussi deux points ^ et ^\ 
analogues aux précédénts. Il semble donc que l'on doive ob- 

lemr buit autres solutions, dont quatre en combinant e et i' 
avec 1^ et ^\ et quaiic uuir(\s en combinant 9 et 9' avec *^ 
et : en tout, il v aurait douze solutions. 

Mais observons (jue cbaciue coté du triangle abcf tel quelf*, 
est divisé barnioniquement par les points jioubles eete' qui 
se trouvent ^ur la direction (146). Or, nous avons vu, danâ le 
n**43 et dans .cevx quV précèdent, que des pc[ints l^\ei 0, * 
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et (y, et O* (Jtg. > 7 )* qui divisent -NiniMNikittéiiieBt les 
cMés d'an triangle ABC, sont trois, à trois sur quatre droites 

Ecro', E'OO", E'OO', ei enUo EE'E'. Ici de mémo, trois 
points tels que e, 9, ^ sont en lif;ne droite: il n'y a donc que 
quatre droites» c'esi-à-dirc quatre soliitions. 

VI. Co'nsTftuiBB un çoniqos, GONHAISBAIIT TSPIS TlNeUiTBS 

ET 9IUX JP01HT8. 

467. Soient AB,,BC, GA les tangentes données, et a, fi les 
points donnés : lés tangentes en ces points se coupent en uo 
pî)int M qu'il faut déterminer. 

On a vu (439) (|ue BM formait un rayon double d'invo- 
lulion avec BA cl BC, Ba el B^; donc BM peut èire déter- 
miné. On irouvera de môme CM, dont l'inierseciion avec BM 
donnera le point M» qu'il suffira de joindre avec a et (3 pour 
avoir les deux nouvelles tangentes. Seuletnent, comme chacun 
des points B et C envoie deux rayons doubles, on a en tout 
quatre points tels que M, ce qui donne quatre solutions. 
- 468. Cependant le point A donnant iussi deux rayons dou- 
bles, il semble, comme dans le problème précédent, que l'on 
doive avoir douze solutions; en réalité, il n'y en a encore que 
quatre. 

En effet, îa figure du prolilènic qui nous occupe el relie du 
préccdenl sont corrélatives, et un point tel que M sera le pôle 
corrélatif d'une droite telle que ecpij;: "donc, comme il n'y a 
que quatre droites d'un c6té, il n'y a.aûssi que quatre points 
de l'autre. 

VU. — , K£suii£. 

469. Les problèmes précédents se réduisent donc toujours 
& celui-ci, dont les données sonji plus qu^ sufiisantes. - 

Construire une conique, connm$$ant cinq tangentes e( leun 
point» de contact, — Soit R le point où concourent, les tan- 
gentes en A et B, et M le milieu de AB, on sait que le centre 0 
sera sur MR : de même, les points B'ct C avec leurs tangentes 
donneront une seconde droite qù sera le centre, ce qui déler^ 
minera ce point 0. . * '. . 



Soit 11 le poiHt où MU cou|>e la courbe enlre M ei K, et 

a 

posons OE=:a; on sait que OB = OM.OR, ce qui donne uu 

demi-diamèlre transverse af = ^OM .OHt et nous prèndrons 

dans )e sens opposé OH' = OH. 

L'autre diamètre, dont la moitié est //, sera parallèle à AM ; 
donc le théorème des segments parallèles (4-10} part;int des 
points Q et M donnera 

AT» — AM' 

CI*» 



MA.MH' 



ce qui dorpne ^ ; en effet» 

BfB.MA?=— Âm'- 

Ainsi sera réel, si H et H' sont de côtés opposés de M» 
comme pour l'ellipse» et imaginaire dans'ie cas de l'hyperbole» 
où le contraire a lieu. ' 
On peut observer que Mil ne rencontre pas) la courbe, s! A 

et B sont sur deux brandies d'une hyperbole. Mais sur trois 
points d'une hyperbole, il y en a deux sur la même branche. 

Connaissant a' ei b' en grandeur et en direction, il ne reste 
plus qu'à trouver les axes rectaiigulaires a et b, par un pro- 
blème connu. ■ ' 

470. La plupart des solutions précédentes sont tirées d'un 
Méirioire de M. de Jonqùières. Nous avons remarqué qu'elles 
étaient corrélatives deuxi deux» mais cette corrélation n'exis- 
terait plus pour la ^Mirabole dont la courbe corrélative n'est 
pas nécessairement une parabole. 

Plusieurs des problèmes relatifs à celte courbe peuvent se 
résoudre en observant qu'elle a une tangente à l'infini : mais 
nous allons établir quehiues théorèmes qui faciliteront la solu- 
tion, de plusieurs questions. 
* 

VllI. — Théobèm|es sur la PàRABOLS. 
* " I* Théorèmes, sur ie triangle circonscrit. 

*. 471. Le foyer d'une parabole se trouve sur une eirconfé-^ 
renée circonscrite à un tiîangle dont les côtés sont tangents à 
cette parabole { Jig. iZo),' ' ' * 
Soit Pie fojrer» ABC le triangle doht'il 9'agit. On sait que les ' 
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pieds T, T, T'* des perpendiculaires abai90étes.<iu Ibyer sur ces 
tangentes sont' sur la perpendiculaire menée du sbmmelOà 
l'axe fbcaj. Ainsi h circonférence de diamètre FA passe par 
T' et T": on a donc, comme angles inscrits dans le mt'iiie 
segment, ' " 

T'rF = r'AF = a; 

De méitoe, la circonférence décrtte sur CF comme diamètre 
passera en V et en T; ainsi Tangle TCF = TT'F : mais 
connne ce dernier angle est identique aveo T^T'F, on a 

ÏCF = T''AF = «, 

Ar conséquent, si l'on décrit sur BF comme diamètrè un 
segment capable de l'angle oc, cette circopférence passera 
aussi en C et en A. 

472. Soient CM, CM' deux tangentes à une puraboie de 
foyer f; on a 

CM _ FM • 
. CM'' ™' 

Pour le démontrer, observons d'abord que les* triangles €MF, 

CM' F sont semblables. En effet, on sait que, dans une conique 
quelconque, la droite qui joint un foyer au point de concours 
^e (If NX tangentes est bissectrice de l'angle formé parles 
rayons vecteurs des points de contact : ainsi CFM = CFM'. 

Pe plus, MCF = CM'F : pour le voir, imaginons la circonfé- 
rence décrite sur CF comme diamètfe, et passant en T et T', 
on y observe l'égalité des angles inscrits TT'F et MCF. Mais 
TTF est le complément de r FO; de même CM'Fr=T'M'F 
est le complément deT'FM'. Or, ces angles complémentaires* 
T'FOet Ï'FM' sont égaux comme formés par la pcrpcndicu-^ 
laire F'J*' à la langenle avec l'axe focal d'un côté et le rayon 
vericur (le raulre. Donc aussi M('F = rM'F. 

Cela posé, les surfaces de ces li iaii^Ir> snni i iiire elles comme 
les produits des côtés qui comprennent l'angle CFM = CF'M, 
et comme CF est commun, il reste j 

; C^fF FM '* 

. * CM F ~ FM * . .V 
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liais aussi, oomiMe ces triangles som semblables, nous aurons, 
en observant que les côtés CM, CM' sont homologues comme 
opposés aux angles égaux en F, la relation 



CMF CM ' 



CM' F 



CM' 

d'où l'on tire en effet 



• . CM FM 
' ' CM''""™'. 

,La similitude de. ces triangles conduit encore à la formule 

CfVfm.fm', 

et ramène ainal à un tbcorème déjà connii (m, 

Mais soit M*;^ le point de contact du troisième côté AB :'on 

aura, outre la relation déjà obtenue = EM. |es deux 

CM' 

antres relations 

ÂM^' PM^ BM"'_FM' 

Multiplions ces trois relations pà le produit des seconds mem- 
bres se réduit à l'unité, et extrayant la racine carrée, il reste ' 

CM. AM' .BM'' = CM' . AM'.Bfl. 

• » » ■ 

On voit que -la relation connue (2) d'un triangle coupr» pnr 
une tninsversale est un cas particulier de celle-ci, dans la- 
quelle on imaginerait la paratfole réduite à deux parallèles in- 
finifnent voisines. 

/^73. Soient encore M, M', M ' les points de contact d'une 
parabole avec trois droites BCé CA, AB : on a 



Ed effei, soUN le miliea MM'; on flik qwe.GN esiuo 

diamètre de la parabole. Nous* prendrons pour W des- ab- 
scisses cette droite CN qui coupe ta courbo à Torlgine et 

l'axe des ordonnées sera la tangente en 0, laquelle sera, 
ejomme on le sait, parallèle à MM'. 

En indiquani par x',/' les coordonnées du point M', celles 
du point M seront ^ et — r'î P^»»^ M' représenté 

Soit AI paraUèle i Taxe; on sait que ce diamètre passe au 
milieu I de M'M', de sotte que . 

Or nous avons 

AC""' r' 

l'autre extrémité B du côté opposé \ C donnera symétrique- 
ment ^ ; 

MB _ —r^—r^ 

puisque Ton passe de M' à M» ou de A à B» en changeant le 
signe de^'; par conséquent» 

MB AC ' 

BÇ'"îrÂ*' 

Pour concevoir de même des triangles semblables où figu- 
rent M'A et M'^B, menons le diamètre BP qui rencontre en P 
Fordonnée de M', et en R ceHe de M ; nous savons que 
M'^P = MR» sauf le signe. Nous aurons- donc 

car . • . 

M'Psr/'-HN'P, MR=tj — BiN; d'où aMB^r'-^-r*» 
puisque N'P et RN sont égaux . on obtient donc 

r.e qui démontre \h théorème. 



« 



cÔHmumoir'iMi codiQuis. ' 

On voit qu'il existe deux autres couples d'équatioas. Ce 
théorème e^ii. dû. à Apollonius. 

On peut en conclure celui que nous avons démontré à 1« 
fin du nonéro précédent, fin effet» les trois égalités doubles 
étant 



MB CA BM" MC BA CM' 



BC AM' ht' A ' eu AM " M'A * 



la première donne 



et la seconde 



M'C_ AB CM 
CA "BM'^MB' 



M« M"A 



^„ MC.M'A 



d'où risulte encore 

BM . CM' . AM-' = BM' . AM' . CM. 

474. Contéqueneei de V hexagone, de Brranehon, — La para- 

' bole est la.seu1e conique pour laquelle une tangente puisse 
("•Ire tout cnlière à riiifini : en effet, tous les points de l'el- 
lipse sont à une distance finie, et les < tangentes à l'infini de 
l'hyperbole sont les asymptotes. 

Ainsi, dans l'hexagone circoDSOrit {fig. 1 14) imaginons que la 
tangente ££ passé à l'infini, et voyons ce que devient le tri- 
angle variable SBC dont .nous avons parlé à la fin dit n* 884. 
.Dans lé. cas général, BS^sse toujours en E; mais ici ce point E 
étant k l'Infini, B8 sera parallèle àDE; de même» CSsera pa- 
rallèle à AFV voici donc ce qui en résulte. 

Si, dans un trlanj^Ie variable SBC, les sommets sont assujettis 
à glisser sur trois droites lixes Al), BA, CI), et que deux de ses 
côtés BS et es resienl respeciiveincnt parallèles à deux droites 
fixes J)£ et AF, le troisième côté BC sera constamment tan- 
gentà une parabole qui sera aussi tangente aux droites BA, CD, 
DEet AF. / 

Gela posé, imaginons que les directions AB et AF se eon* 
.fondent [fig. i32 ) : |e point A deviendra un point de contact* 
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06 même» CD et HE se coafèndeût» le poini 0 devient un 
point de contact. Par conséquent,' les droites. B8»^GS devien- 
nent ici respectivement parallèles à CD ei à BA : mais comme 

elles se coupent loujours, ainsi que dans la Jig^ii^f sur la 
droite AD, qui devient maintenant une corde de contact, on 
aura le théorème suivant, dans lequel te point O esl celui où 
Concourent les tangentes AB, DC {Jîff» i32). 

Si par deux sommets d'un triangle circonscrit à une^ para- 
bole on mène des parallétes aux côtés opposas, elles se cou- 
pent en un point situé sur la cOrde de contact de ces autres 
côtés. Ici le triangle ést OBC ; on mène BS parallèle à OC 
es parallèle à OBr et S est sur la corde AD. ' 
. 475. Soit N le point où BC coupe AD. Puisque BA est pa- 
rallèle à es, on a . • , • * 

NB_NA 
. . jNC""NS ' - 

mai> puisque BS est parallèle à CD, on a aussi 

WC^^U' NS.^ND* Nî5=NA.ND. 

Par suite de cette égalité, on verra bientôt (481) que point é 
est sur le di€unètre qui passe auço.ntaçt c de fiC. 

■ « * 

Théorèmes sur le triangfe inscrit, 

kliy. Soient P et V dfiix points fixes sur une parabole, Oll 
un dianièlff (pirUonque, cl C un troj^ièniv ponit variahltf suv 
la courbe^ d où l on mène CP et CV qui coupent Oii en A et A': 

ef^finsoit 0 le point où OU coupe la courbe: le rapport 

est indépendant de la position du point C sur la pambàle 

(Jig.ïZS). - 
Nous prendrons pour axe des abscisses le diamètre qui 

passe au milieu de PP', et pour axe des ordonnées la tangente 

correspondante : alor^, i't (^uulitiu de la parabole .sera de la 

forme . * 

y*tsÊtipx, 
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CONSTRUCTION DES CONK^H'FS. ^53 

■ -Les cèordônnéefî du point P' scronia;', y' ; celles du poini I* 
seront doncV, — j': le point C sera représenté par x*,/". 
L*é(fuatlon «lu diamètre OH set^ x^'^i conséquent» Tab- 
scisse du point O où ce diamètre coupe la courbe sera 

10= il. 

L'eilualion de la droite CP' sera -, 

y' — r" 

Pour le point A' où celle droite rencontre le diamètrci, 

« • • • 

en indiquant par H le point où PP' coupe le diamètre : alors 

en obser\'ant que * ". 

Ttp ip 

Mais 

OA' = ilA'— HO, 

et . 

■ 2|l 'kp . 

Par conséquent, 

OA' = t^' if 4-/" - (Ô = (r ' - ô ) : 

pour avoir 0A« il suffira de changer le signe de^% re qui 
donnera 



par suite, 



0A= °-XZ.(r'-.d); 

xp " 



OA ô 



7 



OA' ô - r' 
quantité iudépendunlc de la position du point C. 
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.477. Soient P, P', M, C guaire pointé êur une. parabole; 

joignons deux' d'entre eux y P et ainsi que les deux autres 
M etÇ, ,les droites VV , M(] se coupant en 11. Par deux points 
P et M, pris sur eliaeune de ces droites^ menons des diamètres 
joM^à la rencontre de l'autre droite : la ligne^K qui join~- 
dra'eis points de rencontre sera parallèle à la ligne P'C qui 
féiênit leê autres points ( Jig. 1 33 ), 

Prenons pour axes les droiii|tPF, MC €t pour origine leur 
intersection H; l'équation depjrpàrabole sera 

exposant 

HM = «, liC = a, HP = p, HP' = P', • 

comme on a déjà fait au n* 383. 

On sait que le coefficient angulaire du diamètre d'une para- 
bole a pour valeur le coefOçient de xy divisé par le double de 
celui de j% pris en signe contraire: ici, ce coefficient sera 
donc * ■ • * 

ainsi, l'équation du diamèire PN sera , 

et si, dans cette équation, on pose y' = o, il reste 

2 



V = NH = 



De même, l'équation du diamètre M R sera 

pour x" = o, il reste 

Alors l'équation de NR sera 

v' — y" 



coi«9TBucTio?{ mu ooïiiQun. ' 455 

n 

ce qui revient à 

Comme la courbe est une parabole, b' = « ei le coeffl* 

cient angulaire devient — ^ 9 comme celui de PX : ainsi Nft * 

et P'G sont parallèles. 

478. Soil PK parallèle à NR ot à P'C jusqu'à la rencontre 
en K de CM. Les triangles semblables NUP» RUM donnent 

HP RN 

de même» à cause des triangles NUH et PKU» on a 

HP HK HN HK . — » „„ 

HK = HN- ^^"^ HM = ÏÏN' HN==flM.IIK. 

479. Dans iayfg. iZ3, le théorème du û'hTÎ, appliqué a 
d'autres sommets du quadrilatère PP'MC, lait aussi voir que 
PC, FM coupant les diamètres qui partent de If et de C, la 

droite qui réunit ces intersections est parallèle à PP'. 

Admettons niainlenant que le point P' se rapproche du 
point P et finisse par s'y conTondre : le quadrilatère se réduit 
au triangle inscrit PMC, cl la corde PP' devient la tangente en P. 
Cependant la droite NR des intersections n'en est pas moins 
parallèle à cette direction, et l'on a le théorème suivant 

(^.134): • 

C/n iriangie étmt imenîà une parabole» ta ligne qui joint 
Uê points d*intenection de deux e&iés et des diamètrei qut 
'.patient au» sommets opposés est parallèle A la tangente au 
iroisiitHe soDunet. 

Ainsi PM coupe CF en R, PC coupe MH en N, et NK est pa- . 
rallèleàTP. 

480. La tangente en P coupe CM en et les diamètres • 
en F et en H; nous indiquerons aussi par D le point où. le 
diamètre en P coupe CM. 

: Les triangles GPF» GN(t donnent 

il? — !Z 
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eUestrianglesCPD, CNM . ' ^ 

CP _ CD . . . 

CN — CM ' 

donc * . - • • 

CF _ Cj) 
eu ~ CM * 

ce qui montre que RP el FD sont parallt los. 

481. D'après cela, les triangles ÏDP, TCF et TMP, TDF 
donnent 

TD . 2? _ H * 

TC ~ TF ^ TM TP *' 

multipliaDt, on trouve / ' ' 

TO=TC.TM, • 

ce qui s'énonce par le théorème suivant : 

Si, d'un point T, pris sur une tangente à la j^rahote, on 
mène une transvenale qui coupe la conrhéénfi etC^ le seg- 
ment conijx ls entre le pointTet le point I), oà cette trans\'ersale 
coupe le diamètre du point de contact ^ sera moyen propor- 
tionnel entre les deux serments TM et TC. 

Ainsi se trouve démonyé le théorème du n"* 475, où Ton a 

trouvé Ns'=: NA .ND {ftg. i32 ). Ici N est un point de la droite 
NBC tangente en r, et la transversale qui passe en N coupe la 
rourbe en A el D : donc le point S ainsi déterminé est sur le 
diamètre qui passe en r« , . " " 

IX. — CoitSTaUCTlON PS LÀ PARASOLS. . 

482. Construire une parabole, connaissant quatre points. 

Soient P, P',M, C (Jîg. i33) quatre points d'une parabole; 
menons PK parallèle à P'C jusqu'à la rencontre de CM,etPF 
qui coupe CM en H. Sur cette même droite CM portons 

la ligne PN sera un diamètre (478). Mais, à cause du double 
signe, du radical, il y a deux solutions. 
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... CONSTRUCTION DES COXIQLES. 257' ' 

* * ** . . ' 

'Le problème esi donc ramené à celui-ci : Construire la tan- 
getUe-etl un .point donné d'une parabole, danj laquelle on . 
çonnatt deux autres points et la direction des diamètres. 

Soil P ijig» i34) le point d'où il faut mener la tangente, M 
el C Tes deux aiulres points; mepons PC qui coupe en N le 
diamètre MN, et PM qui coupe eu R le diamètre Cîl : la droite 
RN sera parallèle à la tangente en P, que l'on pourra mainte'^ 
nant tracer (479). 

Connaissant donc en P un système de diamètres conjugues . 
de la parabole, avec un point de cclto courbe, cela suffit pour 
en avoir tous Kes éléments. 

4-83. Construire une parabole^ connaissant quatre tangentes^ 
.' On commencera par déterminer, d'après le théorème de» • 
Newton sur le quadrilatère circonscrit (413), la direction dos 
diamètres; ce sera celle de la ligne qui joint les milieux des 
diagonales du quadrilatère donné. 

Cela posé, soit OBC le triangle formé par trois de ces tan- 
gentes {fig, i32) : menons BS parallèle à OC et CS parallèle 
à OB^, fa parallèle menée du point Sa la direction des diamètres 
coupera à son point de contact c (475). On construira de 
même les, points de contact A et D des deux autres côtés; 
comme vérification» AD passera en S (474). 

On a ainsi plus, qu'il n'en faut pour connaître, comnie au 
numéro précédent, un système de diamètres conjugués et un 
pôrnf extérieur : mais ici, il n'y a qu'«//ie solution. 

On pourrait déterminer directemertt le foyer : c''esi le point 
cîOmmun aux circonférences qui passent par tiroisdes sommets 
du quadrilatère donné (471). De là résulte môme ce théorème 
indépendant de la parabole: Étant données quatre droites \, 
fi, C, J),' si l'on circonscrit des circonférences aux triangles 
formés par ces droites considérées trois à trois, savoir: A, B 
ei A, h et D; \, C et D; B, C et D, ces quatre circonfé- 
Yences auront un point commun. 

Cela tient à<;e que nous avons vu par la première n^étliodè 
que le problème actuel n'avait qu'une solution. 

Enlin, les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer $uf 
deux tangentes sont sur la tangente au sommet, ce qui achève 
de résoudre le problème., 

• #■ • .. 




• • • » • » . •■ 
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48^. Construire la pura(fole, connaiuani.lxoù p^inU tii^ 
tangente. * ' , . 

^ous pouvons appliquer à ce problème U ooéihode qui^ a été , 
taivie (465) pour âonstfuire une conique^ ÎBOll^aMsaht trois, 
points et deux ungentes. Ici l'une des> i^|êii(^ élanl 
ioiit entière à.l'inflni (474}vle point t où^eU^ coupeia corde 
des polnù donnés b et c sera aussi à l'io0iil^l)oB£ k. point 
où la tangente donnée coupe cette <^rde»^ est le/»owl central • 
de l'involution (130). Àiiisl ïa foimuie 

. ... 

— ) . ■ r ,* • 

tLz=Ltb,te 

4finner^ les points doubles « et : on aobève^a cpvjAme^ 
■^•.465, et Voji trouvera de même quatre iùluiioni* ; 

Autre méthode. — Pour ramener le problème aux préeé-». 

dents, il suffit de trouver le point de coniact c de la tangente 

donnée CB [fig. iSa). Soient I) et A deux des points donnés, ei 

N le point /)ù AD coupe BC; on sait que si Ton pose ' " 

• • • • • , . 

les points S et S' ainsi déterminés*sar. XDi» de pau ^ d'autre * 
du point N, sont sur le diamètre qvil passe p^r ua contacte 

deBC(475). \. * .. ' . : - 

De même, le troisième point donné D,, combiné avec A, don- 
nera deux points analogues S, et S', : on aura donc quatrie 
droites SSj» S'$ia SS^,» S' S', qui seront des diamètres de chacune 
des quàtre solutions et déterminerpqt sur ia langei^teL donnée 
1^ points de conuct.correspoàdants. * . - 

Comme il n'y a que qjiâtre solutioi^i on retombera ^aocjDra 
sur ee^ points en. combinant D avec I>«. D'ailleurs, on ireot 
vérifler pâr Fanat^fse que lé^ problème est du quatrième de§ré«' 

485. Construire la parabole^ connaissant trois tangentes et 
un point (fig* i32). 

Soit OBC le triangle circonscrit et H le point donné; nous 
commencerons par trouver un second point de la courbe. 
-Four celSr menons fis parallèle à OC et CS à Ofi, puis joignons 
' SB : e^e droite eqiipe BC en et so4t I le second point où 
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; , " coKiTRUcTiœ^ des conh^uit. ^ ^ *' . . 169 * 
«Ile rencontre ia courbe, on a . ^ » j 

ainsi ce second point I est connu.* ' .. * . * 

Maintenant, soit V le point où cette sécante coupe Tune 
des autres tangentes OC, et M celui où elle coupe le diamètre 
qui passe par le point de contact D de celte tangente : 4er 
même théorème donne • . • • ' 



t. 



VMc^div'Vl.VH, 



ce qui donne deux. positions M et M' de ce point. Enfin, soit 
OK parallèle à BC et coupant en la droite CS parallèle ù OB: 
on remarque, en combinant les n°* i5^7^^ et 475, que ce point K 
est sur le .diamètre qui passe au contact D de OC, troisième 
côté du triangle OBC. Ainsi KM sera ce diamètre et coupera OC 
au point D '."ensuite Se, parallèle à KM, coupe BC à son con- 
tact c, et DS coupe OB a son contact A ; le problème est donc 
ramené au'X précédents. 

On. ert ferait autant avec le- point M'. Il y a donc deux solu- 
tions, à moins que le point dornné H ne soit le contact D, au- 
quel cas il est clair qu'il n'y en a qu'une. - . 

486. Construire la parabole, connaissant deux points et deux- 
tangentes {Jig. 132*). .• . . , 

Soient ÔC, OB les tangentes et ï, H les points donnés : la 
sécante IH coupe OC en V, et l'on déterminera, comme dans 
le numéro précédent, les points M et M'; on construira aussi, 
sur cette même sécante iH'et relativement à l'autre tangente 
Ohi deux points analogues P et P'. Comme on peut les combi- 
ner de différentes manières, M et P, M et P',. M' et P, M' et P', 
il y à quatre solutions. . ^ . 

Pour achever la première, par exeniple, sôit R le milieu 
de MP, je dis que OR sera un diamètre : en effet, imaginons 
du point R la droite LQ parallèle à la corde de contact 'DA et* 
comprise entre les diamètres AP et DM. Puisque RM =i= RP, 
les triangles semblables RMQ, RLP sont égaux et KL = RQ : 
donc, soit RG parallèle à ces diamètres, il est clair que G sera 
le milieu de AD. Mais comme le diamètre GR, passant au mlMeu 
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, • , . • • ^ _ • 

de la corde AD, passe aussi au point de concours 0 des tan- 
geoles en A et en D, on voit que OR est un diamètre. Ainsi, la 
direction des diamètres élaût^nnue, on mèi^era PA et MDpa» 
Mllèles^ OA, oe qui déiefmineni lès contacU A ^il) «i-rtmè- 
nera le {problème ftttx précédenis. \,\ ^ . .-«^ 

. Si l'ui^ des poiats.doDDés Toci ft est suriné; fangente» il ifj 
^queideux solutlops. Enfin, si jîb>que|>ofiii est siiur J'une det 
. tangentes données, il n'y a ptus qu'uné sèldtion. ./ ' 

Autre métJhode, — Ce problème se ramène à celui du n° 467, 
• en admettant qu'une BC des trois tangentes dotmées passe à 
l'infini. Alors les droites du faisceau B ont toutes la direction 
AB : une transversale quelconque coupera «1^, ^iB en a el 6 
et AB en 6), qui sera le poiat central de riAyQliitk)n/pift^|Ml 
"I est conjugue de BC; on déterçlinera dqnc slir oélte'tfiW' 
le le point doublé x où. çllè ^diifte B jt ^u41< 
dé même / but le ' faisceau C ; or^ Bar^'èi Z) 
"îini poiini M, de soite queMa et If^ aiàrbiîl'îeë;W( 
4 jentesYilerchéeS. . ^ - • ' • • 
S.^ Il y a quatre solutions, parçe que Ton a deux pointai et deux 
; . i ^InUj. • . * f . • V* 5^;*H^i- 

' . La plupart des solutions et des ihéorèmes^que nous^eioQS 
d'obtenir relativement à 1» parabqle sont dus k^; ^§fi^\ ' 

•»•*••• • 
-• « . •• 
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487.* Une qourbé peut souvent être engendrée par ud point 
pris fliétoent sur iine Hghe mobile d'aiHrésWrtâhîes- cop(l(«* 
UoRs. Quanâ têttè ligne passe d'une position*qiic1coDque à M 
posîtibt> immedialeitienl. voisine, on conçoit qu'elle iourne 
autour d'un point fixe pendant un temps infiniment cour^ : 

.ce point s'appelle centre insianianâ Je rotation. 

Dans quelques circonstances, la position de ce point esl 
éyidente. Coosidéron?, par exemple, la, cfclolde, c'est-à-dire 
la ;Courbe engendrëe par un point flxe d'une circonférence qui<* 
routé elle-QAênie sur une- droite donnée. Il est .clair que. lê 
centre^ liislàniané île rotation sera., à cbaqtie instant, lé point 

' 9é eonfact entreia circonlérçnce mobile et la ^i^lte, fixe. . - ' 
'D'o ïnênie, dans ÏV/?/'<>/c/oï</ie, ôo'urbe epgéndrée par. un 
point fixe d'one circonférence roulant eHç-mème, encore sans 
glisser, sur une seconde circonférence fixe, le centre instan- 
tané de rotation est, à un mofoent donné, le point de contact 
des deux circonférences. ' ' ••* ' 

- 488^. Cette définition -s*étend au cas où lë. point générateur 
nè fait-pas partie de la courbé mobilé, mais s*y 'trouve Jova-r 
riébflepieiit fixè/ào* manière à en -Suivre le motivërpeni. En 
MeU on cdmprendf toujours qu'nn^ mouYemèiit infifiltésioilA* 
'^aU lléii autour d'nftbartain centrer. ' .' ' . 

- Frt^ exemple, coïicevonir -les' cycloTdes 'et le* épîcvdoTdeii 
allongées ou raccourcies^ coiirbes pour lesquelles le point 
générateur est sur un rayon fixe de la circofiféretïce mobile, 
mais au delà ou en deçà de cette circonférence. Il est clair 
que le centre instantané de rotation sera toujours au contact 
de la circonféceoce mobile avec, la droKe ou ki circpQrpr.em;;e 



•xé. £0 'génénl^ quand le pqiiki géoérttAir/es» fixé limri»». 
blerilent à une «ourbë "qui roule sans glisser sur une autre 
l^rbes, le cenire instànuiné de roùdon 'est eu bohttct Qes 
^eui courbes.^* • *• ' . / * . . * 

* 489. II est aussi un ras dans lequel on peut fixer, 5 chaque 
insiani, la position du centre de fot^ition : c'est celui où le 

• j^Qi0t générateur est lié invariable m eat à uhe^drçite de -lon- 
gueur consiante» dont lés extrémités' sont 'assujetties à se' 
iDouvoir sur deuxli^nes Ûxes,.drbiies ou cojurb^s* * 

'Considérons les.^léments de ces lignes qiie décrit la droite 
oonTst^ntè'dan^ uA ins^iit trèsrcourt : chacun de ces éléments 
ieri considéré -comme un clément cimulaii^ ayarii pour centre 
le ccniro inslanvuié de rotation; donc, si l'on mène à chacun 
de ces (*l«''rnents les normales respeciives aux lif;nes dont ils 
/ont partie» ces normales se çûuppr.ont à ce^ centre de.fotar 
tion. . * . . ' . . * .• 

Aiosiy l'on sait qiie si pne drqite' de longueur constante 
'^appuie sur deux droliés.fix^, un , point Jiivariable sûr cett^ 

droite mobilê décrit uneV>pse; Du rél5te« noui^, reviêQdrbns 

* ^ » .» • • • . . ■ ' ' , ' 
Sur c&sujet. • • 

l>90..lSi Ta direction mobile e?t assujettie, à passer par un 
point fixe, il est clair que la perpendiculaire meiiéc par ce 
point fixe à cette dirnciion variable contiendra le centre in- 
stantané de rotation^ £n inéme t^mps, il ne -restera plus 
qu'une seule e^rébiité de' la ipvguW ^.constante: ^4ni serf 
' fc^njetiie Vappoyer s^r cule ligné. directtfcb.V içàis 'la aor^ 
nale ^ cette ligdé contenant tôii|jouris Je ceatî» 'à'e rMaâcsii; ce. ' 
eehtré sera déterarijn^. • 

Ccst ce qu'on obseri^î pour les conchoXde$ décrites par une' 
droite qui passe par un point fixe, et sur laquelle Qu porte» à 
partir d'une li{<ne fixe, une longueur ponsianic. ' i>. 

491. Constrnclion de ià tangente. -r-.Pendant un temps ift-f 
^vn^ot pe,iii, le .point mobile décrit .uo élémeoi deciroonfé^ 
fencè qui a pour centre le centré instantané dé totatiM. SI 
ddne.on joinl.ce^.deui^ l^oinW» ob aiin la direction de U norr 
maie k la courbe'aù point aotuel, êt par'soite celle de Calais 

,M2. CûiLStruciipadeA enveloppes, f-^ On peut quelquefois^ 
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cette coDsidération, trouver les points et les tangentes des 
courbes appelées enueloppes, lieux géométriques des inler- 
sectiohs consécutives de lignes mobiles. 

Supposons le centré instantané de rotation déterminé pour 
une position quelconque de la ligne génératrice. On sait que 
celte génératrice est toujours tangente à l'enveloppe; elle 
l'est aussi à la circonférence qui a pour centre le centre de 
rotation, et qui passe au point de contact commun. Ainsi, ces 
trois courbes auront en ce point la même normale. Si donc on 
mène par le centre de rotation une normale à la position ac- 
tuelle de la génératrice, on a ainsi le poiiu de l'enveloppe et 
la tangienle correspondante. 

Par exemple, considérons l'enveloppe d'une droite AB de 
longueur constante s'appuyani toujours sur les côtés d'un 
angle donné AOB. On sqit {489}que le centre instantané de 
rotation se trouve à l'intersection des droites AC, BC, respec- 
tiveraertt perpendiculaires à OA, OB.' Donc, BA étant la tan- 
gente à l'enveloppe au point cherché M, ainsi qu'à la circon- 
férence de centre C, il suffira d'abaisser CM perpendiculaire 
sur AB, ce qui donne le point M de l'enveloppe. 

^93. Alaxima ou minimn. — Certaines questions de limites 
se ramènent à la considération du centre instantané de rota- 
tion. On sait, en effet, qu'aux environs d'un minimum ou 
d'un maximum la quantité qui arrive à cette limite varie très- 
peu. Si donc il s'agit d'une ligne mobile, on peut admettre que 
tout se passe alors comnae siceïte valeur limite était constante. 

Considérons, comme dans la question précédente, une 
droite AB mobile dans l'angle AOB; ici seulement nous suppo- 
serons que cette droite est assujettie à passer par un point 
fixe M, et que nous cherchons Ja position où elle sera miiii- 
mum^ Puisque tout doit se passer^ aux environs de cette. po- 
sition, comme dans- la question précédente, les perpendicu- 
laires AC, BC, MC aux trois côtés du triangle OAB devront 
concourir en un même point C qui sera le centre instantané 
de rotîftion; 

En appliquant le calcul à celte méthode, on résoudra le 
problème ainsi énoncé : 

Dan^ un angle dànné AOB faire passer poj- un point 
donné M une droite \B de longueur minimum. 

- ■ 

* • ■ 

• . - 
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L'itK liiiaLsuu de A|f;se trouvera par viue; équaiioa dairoi- 
siènie degré que J'o|r pourra â^iefiiiiiiei^4'&pr&8 fié. .qoi pré- 
cède. ; , • • ' '- '/.^ " ■ . 
^ Go .trouvera ^ttcore 'dâps*lé9 ifçmeUin 4mmlèÊ'éè:MatAé' 
iliatifues {tSSai, p. laS et^ufir.) riqu^^^^^^n' de.ce|lè méthode 
.4^1a quesiioft suiTanta. *. * .u •'•.** » .* ' 

Soit AOB un angle fixe circonscrit h uha ellipse, et MN unë 
lan^ionlo à ccu»- ( ourlic, telle que la ponion inlorrepico MN 
les rôt«'*s fio TMiiglc soil un niinimum. Les deux 
^points M, N sont .î cfjalc dislance du centre de l'ellipse. 

En général, -il ne faut pas confondre le centre instan- 
tané de rotation îuec le centre de courhure* Ainsi, dans ia cy- 
cloïde, le CfW^iP^UU^hipé'de rotation-M'ao milieu. du. râyon 
4e courbure. • . •" , •* . * . . 

. ^^'.'Àii^' IL — TiiÉoaÈHE DE La Hire.;* ' ' * • ' ' ■ 

k\y6. Nous cominoncerons par rappeler deux théoreniies élè^ 
xnentaires et connus dont nous aurons besoin^ • ' ' . 
. Soil M tin point donné sur une règle' AB, de nnânîère 
que MA = 6, ]V)B = a; si cette règle. tourne dans un ongle 
énoii ârOj, de manière que A'S'appuie sjftT (kx jet B sur Ojr^ lé 
'polpt M. décrit une "ellipse ddnt les axés des dli^cfases-et 'des 
•rdoAtféeyeoniaaèiSi^» * 

fin-elSM. slîe po1m*M^t4ikflr,T{ittéàear de TailgWÀiO^, 
floa • . . . • • 

16 pQini M est en debors de l'angle^ on remplace (^ + 
.par (197— 6)*; «dakis leii dein cas, commed'angle est droit». il 

** , . . ' , . • . • • ' • 

Èiisuité, soient ÀG perpendiculaire à*OA et BG à OE^.eii 
^t (^9) que. CM. sera' la normareen.Bf à l'ellipse.. 

On aMta encore '.une ellipse, si l'angle d'onnëT est quel* 
• conque (503). . * •.. - . " ' 

kOB. I n point pris sur une jcirconférence qui. ro^le uuu 
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glisser à iintérieitr d'une circonj'fîrenve, de rayon double 
décrit un diamètre de t^rtl^ seconde! cfrconféience [Jig* i35), 

Soil donc C le milieu du ra^on OA, el coiiiiidérons la cir- 
confÛTPnre de ceriire C et de rj^yon CO = CA, mobile sur la 
cfrconférencc OA. Faisons commencer le mouvemciu à Tin- 
bUinl où le point A, pris comme appnrienanl à la rirconfj'rence 
mobile,, est en lij^jne droite avec 0 et C. Quand C est venu 
en C en tournant d'un angle CQC' =çx, le point A est arrivé 
en un point A'. Soit alors B le point de contact, l'arc BA' aura 
sur le cercle mobile une longueur égale à celle de l'arc BA du 
cercle fixe, puisque le premier roule sans ^'^/iWr. Donc »^ comme 
0A = 2CA, on iiura par compensation l'angle BC'A'=r=?-a. 
Ainsi, joignons €'A'; le triangle OC A' sera isocèle, puisque 
OA' est un rayon du petit" cercle; par conséquent, l'angle 
C OA' = a, comme moitié de l'angle PC A'. Il en résulte 
que OA' piisse au' poml C; donC A- est toujours sur le dia- 
mètre OCA. 

497- Si le peint fixé sur, le rayon dû cercle mobile est en 
dedans çn en dehors ce cercft^, cet point décrit une ellipse, 

Soil M la position initiale du point en <|uoslion. Quand le 
centre mobile C^seca venu en C%. comme noua Tavons dît. Je 
point. M viendra çn M', de soi te que CM' = CM. Mais soil OD 
perpendiculaire sur OCv cette droite coupe-de nouveau «nD 
la circonférence C: le triangle C'OD étant isocèle, l'angle 
ÇD0 = C0D==g9°r-«; doncle troisième angle DC0=2a; 
par conséquent, CD est Je prolongement de C'A' . et 
DA'='20C<i= ÔA. Çe plas, puis.que CM' == C>t, cri voit qup ! 

DM'"=;^QM et M'A' = ]iiA. . ' ^ 

• ' * - . • ' • 

Par conséqacnt, lès droites OC, OD étani à angle droit, le lieu 
du point M' est une ellipse de centre 0, et dont les axes, 
sont : OM dirige sui>Tiril OC, et MA dirigé suivant OD (495). 

C'est en cela que consiste le théorème de La Hirc. 

488. On a vu eTi .'méme temps que, pour avoir la normale 
en M', il suffisait de joirtdre ii M' le point où conctkiraiént'los 
.perpendiculaires élevée» en A' sur OC, et ep D siar OD. Mais 
ici les triangle» OC D, A'CB' sojil é^aux comme étant isocèles, 
et a^ant les angles en C opposés au sommet. Donc, la fî- 



^rt 'QDWhr éH an* rectangle ; «insi 'ia Hormaie BW s*oB^ 
tiendra êk joignant le point nwbile M' au. contact actuel B 
des . deux cercles, . . • ' ^' * * * * ' 

499. La perpendiculaire abaissée du point mobile M' sur la 
.direction initiale (X)M coupe la position actuelle OCB da 
rajron mobile en tm point U de là circonfértnte ^ui a O pour. 
eentneLO^pout^^^yon^fig4'll5),^^^ 
' - doit P 1er pied etite'perpéidieutilfe^ et K le point où die 
.eoMpe la^nrcÔDférence OMv du:eôté opposé à C Puisque 
OK«0MasD1f' est i^denA-axe d^ l'tsilipse/'dan's la direc- 
tion de OA. et qacxA'M' esl Ie "demi-«xe daiis It'dlrectioii 
de OD, le théorème connu sur les ordonnées correspondantes 
de l'ellipse et d'Un (Cercle çoncentrique a^ant pour ra^nl'uo 
des demi^xes donnera- ' / -'j - ' ;.' 



ooneéqtiem^ les tfiài^les OPK» A'' sont seviblâ^les, 
•t riBgi« FÛKs?A'irx«:a. Ainsi, lè*poim H, qriiiétrique 
dsiEi» ton fur OB. / / ' 

'iOQi 'to ieeieiir ^elliptique MOW eàt proparfilkmol* à 
ttmgto zLjquê décrit lé centre du cerch mobile, ' * • • 

En effet, comparons ce secteur MOM' au secteur MOII du 
cercle OM, qui lui correspond d'après ce qu on vient de voir. 
Ces secteurs j^kO^kt respectivemont'^yuQiposàs des triangi es POM'« 

nr^o ' \ * PM' MA 

Puil, qui^sont enlrç eux dans le rapport -^q- = -rr^ » et des 

dénMHsefments Plfl|jl'».PIIH,'qvl soi^t eiûr,ç em dans lejinénie 
fsppoft» d'après la tnesure. coiiiiu^ de la ^rlkcq de rellîpse* 
Donc le secteur elliptique est égal aji secteur *circu.Iaice niul<» 

tiplfé par on rapport constant, et, coinme cè secteur circu- 
laire est évideniment pruporiiouael g i'an|^|e ot, le théorème 
est démontré. • * ' • • 
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501. Quand deux somm^ets d'un triangle donné s'appuit-nt 
sur deux droites Jixes, le troisième sommet décrié une ellipse 
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4ii irJiii^ itofi9ér 16 :ppît^ M 4uni/eel»i doai 00 elMi«lie' lé . 
Heu géomélriqtié» Soit 0 leVenM^du.cerclQ cîreonscflt «u; 

tfbpgio A^G; son rayon ^ra égâU mhÎ • 

• centre 0 sera toujours sur une circonféronre décrite du 
centre A avec ce raj'on. Si donc nous décrivons du centre A 
uQje circoBférence a^ant poi^r ra^on ie diamèlre AOU de ce \ 

• cercle cicconscrit, toui*sô ramènera à la figuré précédéme. ' 

Ainsi» Joighond BfO q.ui coupe 1^ cliKÔliférèhc'e circonscrite 
i ABC ailk exii^mûés N eiP. d'un.de'sés dlsiiaètres. Kous - 
yDns .(^96)' (|.ue le' point N décrira iip' diamètre de la.'circqili^ 
i^eqce.dB l[iay6n AH/ceîui cHii èit^îrigé'àuiviBt.ANVde même, 
P décrira la direction AP; mais ces direcitons, qui sont par 
conséquent constantes pendant le mouvement, sont à angle , 
droit, car NPest un c^jamètre de la circonférence de cenlreO, 
11 en résulte (495) que le point M décrit une ellipse dont les 
axe9 ont pour directions constantes AN «I AP» et dont les 
dem î- axes ont pour valetir^ MN ,el l|P<, % 
. 60ft..jNou8 np|le)lorofië dettÇjOM;pi|tlQUll^ 
BLle patp^«abttft «H Nsur It êiffC6^éreDe^4e ciaU^O^ 
on sait (496] que le lieu M une diH)ite passant enià^rCèVae 
rèçonAÎItlocsqaéie'^â^caafè^^ M, plutôt CIIBA» est . 

* Ensuite, si le point mobile est le centre 0 d'un pâreil qua- ' • 
. drilatère, il ei^u.çia^ aue ie Ij^eu est uo cercle, de çenire A et- 
d^ rayon AO. *. 1, 

, . 503. Il est clair que ^ti^éorèipf substaie si le pornvM est 
sur la direcftion de C99«aH(|(îel eaft |e trian^e se réduit à une- ' 
droite. Qn troqve àin^i Hnè^e^ttensiondii a* 485, e»r Itegle.RAC 
n'a pasbesoin CétredM^. .. .. \ \ . . ' . ; V . 
^ W- Dans lè cap gènAni do.t^aflgle', oatiàiivefii .encore h 
nonlîale par le ce.nifB instanUmé de rofiKion (48^), en iiieiitpit ' 
aux points B et X des perpendiculaires sur AB et AC. Maiâ 

• si l'on joint ces pom 15 B et C à l'extrémité H du diamètre AOH, 

• il est clair, puisque c'est un dianielre, que les angles en B et' 
en C seront droits : ainsi le point H est le point de concours 
de ces- perpendiculaires, c'estrà-cKre le centre/instantané ^ . 
rotilioti* Far conséquent (Ml )JiM sera iÉMrmâle cb^rçliéeir * 



Digitized by Google 



• • r. 



. ' Soit AK perpoDiliculaire sur MH jusqu'à M V^c6riire 
' de. cette norrnaie en K : le T&^oli de <purbiijfB '^iTpoiiH M de 

Vellipse â pouf valeur - D'^iHeufs, K,M sur If circpofé- 

. * * • * . ■ 

• rence 0, puisque AOH est diamèlro. Pour démoniror ce ré- 
sultai, nous renverrons h la théorie des développées qui, se ' 
trouve dans beaucoup d'ouvrages, même «élémentaires. * . 

\ 1(06^ Comme xécip'oqùe.du. théôrèoriè de Sch nous . 

observeront qiie». si un aifiglê ddnn^' iife |(randeur .BA(^, mais 
dontle fUan est mobile,- se^iheul de sorte que deux de ses côtés 
glissent suivies spmmeu d^bn>iangle fîxe ÉGtf, f ê trûîsièftid 
sommet .SI de té' trjàogle Irâderâ Ânjs éÙfpse'sdr le' plaD 
jttobilcr. • , *. . 

* . CetÛï x^0W»c est aiu iiuiée à Léonard. (Je Vinci*. 

• ..-.,,•.«»•< «••• ..'*• 

' • • • • . ji • 



• IV. — HoBVUinii bonrow. 

• . ■ ». " . . 

507. Nous avons éinbli sur le mouvement /w5irt/i/«né, c*esl- 
à-dire sur relui qui a lieu pendant un temps infiniment court, 
des principcs.qui s étendent au mouyement'pcoloogé pendant 
un temps ÛHii. . , *• v , * 

, ' Commençons pair poser )é lemro'e sulvânt: ' * *.**' 
■ Sijtnè droite de lokguêùr donnée AB* esi' imnsp^riéfi" datui 
Unt pfj^Uùn^^êkon^iw fkfh' de io9t^j^ian, ou'péù^ k^ajéun 
. fwkginer qme 'ed MauvétH^i ùi't èd tku oùlotO' 'd'un centre 
immobile ifig, 1Î7). , *. . \ . * . ? 

* Eri i^ffèw sur lcsîlrtiliwirdc AA' et de BB' élevons h ce^ 
droii( s des perpendiculaires qui se coupent en O : les iHangles 
OAB, ( )A'B' ont les trois cùlés resperiivenieni égaux, donc 
leurs aiif;les sont aussi égaux départ eid'arilre. Ainsi, quand 
ie point A sera venu en k'\ ia droKe OB prendra la direction 
et le point B tombenien B'.' ' * . ' . • ' 

508. PjircofiSéquerii;>7<««mfoia|f<Mrtf^ 

ane figure d'une^pouShn éànnêfi (tàneiuifr?' poetiion éjgaii^ 
ment donnée, dùné le'miémê pkmfpar ime totaiipn mmto» 
d'unpoinifi^e, . • • ' ' . . .;. .\ ..y».. 
. En effet, {Puisque la position d'une ftgure p1an<^' est déter- 
minée quand on d<inne celle de. deux de sdè points il suffira 
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^é* conftli^érer^ comoié nouai venons dé ijëfiilr6;.uiietlMie AB. 

.*de la figure mobile4 * ' 

509. Après s'èlre assuré ainsi que ic transport d'une figure 
dans son plan dépend toujours d'un nujuvenieni de jolalian, 
on s'explique le lliéorènie suivant, diVà M. Chasîes : 

Ze mouvement d'usée Ji^ure^ dans son plan peut toujours "être , 
.produit par' une courbé qui roule sur "WM autre courbé. 

Cela tiént i cé que la ^érte des'cehtres instantanés de roUK . 
tian^(o'es4-^dlr.e des'.pQin)9..|éls que 0'{W1)% mais pris dans 
les posiiioos consécutives de la droite- inoliile) foime une 
courbe q^ji peui é|^re considérée de deux ni^iiières: d'abord 
comme fixe, darn»sa positiotfiabsblue; ensuite comme entraînée 
pîfr le mouvement de la figure. On . aura donc ainsi deux 
courbes^ l'une fixe, l'autre mobile^ et qui , seront tangentes 

• dans chaque position de la (IgUre. * ' • 

510. De là résulte aussi la proposition si^ivantei engncée par 

• Descaries . * . •'*.*' 

Loriifu'ume c^urheMuie sur une autre, un point fixé itwd-., 
riàbfetneai à la eâurbe fhoéiie dèàrit une ligne dânt la uonhale 
en etiique point paûs mt c^taeê dee deux eoui^feê {h96 >. ^ 




LIB&AIRIE DB GAtJTHlEB-VÎLLARS/ 

OTCe^EtOS JIS IIAU^-BÀCPEUEB, 

. • . • ' • . " ~. * . - 

ttàSLBS, Membre (k I lnslilul. Traité des Sections codiqVM, fkisnf 
■ suite Traité de Gréométile supérieure. Pmnwre pt^ie, 1ik8 avec 
« 4p!anrlies gravées sur cuivje et cuntennnl ri I Hj(ure>; ... 9 fr. 

La {icujciènte partie, tjui est sous presse , se vcNiint tir même séparément . 

DIEU. — Atlas oétoste, coatei^iil plu^ tie i<)0,ooo ICloUed et Nébuieuseâ. 
Jli*foUo Ito «6 planche^ graTéerêut^tMa.^oot troif 'doubles, avae nii^ 
JàtntdHCiion p^r M . Babinet^ MeaB^TS dO JlttattUik \ 'il64. 

. : Cartonné, toile pleine ' 3') fr. 

j "Relié avf^ luxe, demi-rli:i?rin 40 fr. 

, .Lsi personne» qm ont déjà Jetf |5 caries autérieureiQeAtjUuiiiiéeâ pourront, 
ie'.ceai^étçr on pay;mt.i fr. 5q 6. çbaqtiexçarte jimple at $ fr. Aaque ç^iti 
dpoble. > . ' * ^. 
BHEAMBL» Membre de rinçUtut; WWlhdili dW ta adencas Êm 
. raisonneiiieiit. hi-8, i865 «....1. a fr. 5o c. 

0OURNERIE (Jules de là). Traité de Géométrie déscriptive. In-4, 
.publié en m)/.» /^<^/r//>v,avec Allasde lôoplanched; 1860-1862-1864. 3o fr. 

CUaque Partie x vend séparément, .. . 10 fr, 

'JU I'* Mitfo, «vM AtRif dè 9% |ikii«li0t,'aontieat quatre qnl torill c^* 
Mcréc': i*VIa Mfrnê droîie et aa pHn ; au rône, au cylindre el aux eurfaom d# 
révoltfiion ; 3* «ux pfcyepiioaa eaiétta: 4^ aux perkpectivf^ llxoQomélrtqua, laoMH 
djBétrique, iaooléinqtoiil etvaliète.Iiâi deux premivra Ltma cooUi iPHl'lwrt f 
qui ««l exigé ^our I«*APmiWIOW À Xi^ÉCOUB tfOtfTTECBmQlltf. 

JU>.3* l'ariie, avec Atlas do 5a planches, comprend le ci^tquiiine L»vre retatifèi 
la déterminaiiofi des OfQbres sur ks Ogurés g^métralosYaxonométriaues et ca^va* 
HiMt, M las ttaièaie «t sapiMia* (fivrea'ootiaeaMt aOi surfooe» déviilop|Hib|iBa jK 
gauches. 

X#a 3^ Partitt avec Alias de 4^ planches, eomgrcnd le* byitiéraa, neuvièmé ai 
<iiKiéB)« i«lv|M, qai «oiMienneia les princip«la^ vrqpoafllo*» da b Ihégf ! • îla.'ia 

coiirbiiroHeft surfaces avec Imirs applications aux arts graphie] ues et les coas(ruclions 
reLathrea aux surCace» bèlieotdvs et topogrtabiqoea. blie eak termuiee oar md« 
WblaaiMiytique à99fféÊà'Pmt^, J> . . . . 

Les deux dt I iiii'ros PaYtics sépt le développement du GOUtlS DE GÉOMÉ- 
TRIE DESCRIPTIVE actueJlemoQ^'profesge^ VÉGOLE POLITECHNIQUB. 

-BIRN (G. -A. y. Membre honorairf^ de la Société des Sciences naturelles de 
Zurich. — Théorié mécanique de la chaleur. Première parue, £j/x>- 
siiion amdjfiitpœ et expénmeiualc. Deuxième édition entièrement refon- 
due. lii-9.craiia raisin, àVeo planche ; i8i^5. .,.».. ^. ..*....:.. 9 fr. 
La deuxième nnrth^ eontenattti^WtlfiHqueet P^Èxpo^^fotf^tUt^ùque; 

paraîtra à fa fin d» {^àmiéè et m Ven(lri9.'tépàréin4tii €omn\e Sê pnndére 

partie. ' ***** ' 

06ER (F.), Professeur d'Histoire et de rréoszraphie, Maître de conférencea 
au Collège Sainte-Barbe. — Gonrs d fiistoire générala à l'usage des Ly- 
eéat, dst-Candidala |i itioàÊtalàMn de SaiiiMiyi^ eC des AaprmiU mu^ 
Baecalancéats és Lettre^ àt ès' Scfanote, fé^i^ eowrdiéiDanl aïk pro- 
grammes officiels. 

I"* Paatib. — Histoire ancienne et Hiatoira du moyen âge jusqu'en 
• 132^. ln-8; i863 ^ 3 fr. 5o e. 

n* I^aanB. - BMItê dv iiiofairàga;9t IM «MijN'MdMi députe 

ravénaméat dèb .^loi^ juaiiaV la. pais de .Waatpba^ (c3a8-i648 ). 

1864. ; , 3 fr. 5o a. 

PAUL (de). Professeur à TÉcole roqiiicinile Turgot. — Géométrie éléman^ 
.t^&ra, dMo^iqpia at fBati|M.^Mii«re partie : Géométrie plana, suiria 



d'un Exposé élémeiilflire du Lèift/- des Phns et iJe VÀrpt/rtage. In-iS sur 
jésas, avec 164 figurer dans le tetl«; i865.;. . .i". .i^v. .'. 1 fr. 5o c/ 
6W otHTd^Cy fvf/f^c surtout en vitr des nppUcatinm à findustrie, fuit 
partie du Cour^ nmifiict d'Unset^tirrurut indtistrirtjiuhlié.^trmA la dimctidti 
de M. Mfir^uerin^ directeur de l Ècuie municipale Turgot, à Paris. 
PELLETIER (A.), Coifdurtoiir dos rhomins do fêr do Paris à Ly6n et â Ift 
rMédilerranéP. — Camet des Agents secondaires des travaux de chemin* 
dç {er; Ciiidv pra(it/ue à l usjge des . personnes débulanl dans cctle 
V purlie. Ouvrage présentant l'Cxanien j^râtique des connai- ^ les plus 
^ usuelio* pour les bpéralions de UTrain el.de cabinçt, eui^i oe la table 

• des ordonOi^'es pour le tracé des courbés de xaècoixlement et de plusieurs 
. autres. In-i8, avec do. nombreuses planches et épures de ponts et biais'; 

^ À Bi>4 • • • •r» • 4 >,*^««*. •.«..« •••«•vi>* '«•-.«•. ..••*; ^» • • V »\ v •'. 5 l"r» 5o c. 

PONCELET,. Membre de l'Institut' — Traité des Propriétés projecayef 
des figures. Ouvm«ro utile à ceux qui s'occupent dis applications de la 
fcCiéoniéLne descriptive et d opérations {^^oniétriquea sur le 'terrain. a*édi- 
. .lipn, i865. ^ beaux vulumes in-4 d'e/uiron. ii>o p;iu'ps chacun, im- 
j primés sur carru Un sali;jé, ayeo de- nombreuses planches gravées sur 
, ^.cuîv^e «•.•%*.**,^>«a»pp|t^««.««4,vi«v*«*«s<* • * • • . 4^ -ïr. 

.Le i^ohime t*ient de pnndtrc; il oontierU non-Heuleinfiht toutû la 
Hère du lujlunie unique de la i" édition^ mais encore des Annotations nou- 
velles dont V étendue et le mmbre sont justifiés par Iciw importante um 
point de vue historique et à celui des ttnctrinesA - *\**"» iwf • à. ' 

L^IV voimne, ipO est- sous prcasé', paraîtra d(tns le éottrànt de P année.' 
Il contiendra, entre autrrs^ : TMxmQ f^éiiérale des ( • - do moyonn^S 
harm«)niquo?. — Théorie générale des- polaires réciproqu» IVincipe de ré- 
ciprocité polaire et ^VpplicaliQOS diverses des relations nieU ^ques ou descrip- 
tives. — Analyse do^ transversales et ÂppRcatîons. 

-i 2^ 7*^ voiiuiic ne sa vend fjas 'séparément^ toutefois an peut se le procurer 
dh a m-ésent tni prix de jfo /r., à la tondftrftn d^ .^enf^a^rr à prenttre lé 
Ir volun%ey mi me'nu'jfrix de '}.ofr., dès t/u'il pura/tm '. • 

* Ce II* vMteme pourra être HJentfu s/pa^én(cni aux person/tcs qui oni dtM 
te vohune u^mjue de la i^^ iiditia^. "' 'X'\r}\\ ."^ 

ROUCHÈ (Eugène), Profesfteùr au Lycée GharU^maptw. Répétiteur à 
l Écolo impériale. Polvtechniq^e, el ^E COMBEROUSSE ( Charles I, 

• Professeur au CoUé.^e ("ihaplal, Répétiteur n l'École Ccn I raie. — Traité de 

* ^Géométrie élémentaire, conforme au.\ P/ogrammes olikiels, renfermant 
un 'trcs-^;rand nombre d'exercices et plusieurs appenéices consacrés a 

, l'éxposilion des principales méthodes âè la GéométriQ moderne. I|i-8, avec 
figures dans le texte; 1 864 . PRE.MifcHÏ PARTIE ( Géométrie plane) . 4 f 

C/rdfjue Partie sf vend Sf-paré/ncnt. ' ; 

En se bornant aux purlies imprimées en caraclères ordinaires, le -Jcctenr aura à 

sa dispostito^n un Traité enilèremenl contiurtne âu^ Pr4fgraiMtrs officiels. Los Cao- 

didau aux Lcoies »p«!cia|e6 Iruuveronl dans t«« f>ariiaa'en polil ôlraotère d'utilM 

déTc!opptiment&. b^iifin, )ca Aj^pt ndtcts qui leruiinent le« (tiHitrei^CB Livres août çoa« 

^<*.rét> à.reiposition desuDuv('lle.sjiiolbuJi's goouiciriqutib.- 

Konfi avons indiqué, fujur tes I-.Iéves btudieux, uif trè&rgrund noinbrô dî'Exerciees 

Cjasïté» par parofjrafilfps. 
'.La 8tK:oiidQ Partie de ce TTaité(Gif0mÀrie 4iiff /Wpàctf étCpurbes usuéHes) paraîtra 

prochainement.* ..«•'••«••.•*«•••■,'••/• '.t ■-**••'•««#•-■■• ' 

RUCHONNET (C!i:^V, Pttîfe^îienr-Agrk'é V l'ficole WvtechniquP suisse, — 
Exposition ^édmétrique dos ^propriétés générales des Courbes, ln-8 

avec i planches; ih(i4 3 fr. 5o c 

1 : — .1 '•^ , ■ ! , 4 ^ U : : * 

IMPRIMERIE DE CAL1HIÉR-VIIXARS, M:çcsM|((;ir. oà MALLl-T-BACIlELl^R. 
«« PaHs, rue d« Seinp-Snînl-t>prm«in,' 10, pré* Mn^Àtiit. 
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